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❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐❝t❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤②❞r❛t❡❞ ✐♦♥♦♠❡r
❛♥❞ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♣❡❝✉❧✐❛r ♦❢ t❤❡ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
s✉❜str❛t❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✜❧♠ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❜❛s❡ ♦♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② ❝♦♥tr♦❧
t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ t✉♥❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②
❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡
❞✐s❝✉ss ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ P❊▼ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳
❑❡②✇♦r❞s✳ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠❀ P❊▼ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧❀ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r❀ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t②

✈✐✐
❘és✉♠é
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧❡s ♣✐❧❡s à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ à ♠❡♠❜r❛♥❡ é❝❤❛♥❣❡✉s❡
❞❡ ♣r♦t♦♥s ✭P❊▼❋❈✮ ♦♥t ❛tt✐ré ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡♥
t❛♥t q✉❡ s♦✉r❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣r♦♣r❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♣r✐♥✲
❝✐♣❛✉① ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✉r ❝❡ s✉❥❡t✱ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧♠s ✉❧tr❛✲♠✐♥❝❡s ❞❡ ◆❛✜♦♥ à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❝❛t❛❧②t✐q✉❡ ❡st ✉♥ s✉❥❡t ✏❝❤❛✉❞✑ ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s✿ ✐❧ ❛ ✉♥
✐♠♣❛❝t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ s✉r ❧✬❛❝t✐✈✐té é❧❡❝tr♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❡t s✉r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❝❛t❛❧②t✐q✉❡❀ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s ✜❧♠s ♣❡✉✲
✈❡♥t ❞✐✛ér❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐♦♥♦♠èr❡✳ ▲❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡
❧✬✐♦♥♦♠èr❡ ❞❡ ◆❛✜♦♥ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❈▲ s❡ tr♦✉✈❡ êtr❡ ❢♦rt❡♠❡♥t s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ ♥❛t✉r❡
❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ✉t✐❧✐sé✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜❡✴❤②❞r♦♣❤✐❧❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢
❞❡ ♠❛ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❡st ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡s ❡✛❡ts ❞✉ s✉❜str❛t
s✉r ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞✉ ✜❧♠ ✉❧tr❛✲♠✐♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♦♥♦♠èr❡
♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞✬❤②❞r❛t❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ ♠♦✉✐❧❧❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡✱ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡
❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐té ❞✉ s✉❜str❛t ❡♥
❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧♠✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❞❡ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t
q✉❡ ♣♦✉rr❛✐ ❛✈♦✐r ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ♣✐❧❡s à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡
P❊▼✳
❑❡②✇♦r❞s✳ ✜❧♠ ✉❧tr❛✲♠✐♥❝❡ ❞❡ ◆❛✜♦♥❀ ♣✐❧❡s à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ P❊▼❀ ❝♦✉❝❤❡ ❝❛t❛❧②t✐q✉❡❀
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐té

❈♦♥t❡♥ts
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶
✷ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r② ✾
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✷✳✷ ◆❛✜♦♥ ♣♦❧②♠❡r✿ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥❛♥♦✲♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
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✷✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ◆❛✜♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✳ ✶✸
✷✳✷✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✷✳✷✳✹ ❲❛t❡r ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✇✐t❤✐♥ ◆❛✜♦♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ✷✸
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✷✳✸✳✷ Pt✲❜❛s❡❞ ❈❛t❛❧②st ❧❛②❡r✿ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
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✷✳✹✳✷ ■♦♥♦♠❡r ❛❞s♦r♣t✐♦♥✿ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r ❛❝t✐✈✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✷✳✹✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
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✷✳✷ ❚❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❨❡❛❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬❨❡❛❣❡r ✶✾✽✶❪✿ ✭❆✮ ❛ ✢✉✲
♦r♦❝❛r❜♦♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡✱ ✭❇✮ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♦♠❡ ♣❡♥❞❛♥t
s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s✱ s♦♠❡ ✇❛t❡r✱ ❛♥❞ ✭❈✮ t❤❡ ❝❧✉st❡r❡❞ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✲
❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ s✐t❡s✱ ❝♦✉♥t❡r ✐♦♥s✱ ❛♥❞ s♦r❜❡❞ ✇❛t❡r ❡①✐sts✳
❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬❨❡❛❣❡r ✶✾✽✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✷✳✸ ❙❛♥❞✇✐❝❤✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ◆❛✜♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍❛✉❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳
❬❍❛✉❜♦❧❞ ✷✵✵✶❪✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st ♦♥ s❛♥❞✇✐❝❤✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❛❧ ❜❛s✐❝
❡❧❡♠❡♥ts ✭s❤♦✇♥ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✮ t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
❝❤❛♥♥❡❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❋✐❣✉r❡s ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬❍❛✉❜♦❧❞ ✷✵✵✶❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✷✳✹ ▼♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●❡❜❡❧ ❢♦r t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡♥
t❤❡ ❞r② ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐s s✇♦❧❧❡♥ ✇✐t❤ ✇❛t❡r t♦ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡
❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬●❡❜❡❧ ✷✵✵✵❛❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✷✳✺ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ r♦❞❧✐❦❡
❛❣❣r❡❣❛t❡s ✐♥ ◆❛✜♦♥✳ ▲♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❜✉♥❞❧❡s
♦❢ ❧♦❝❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬❘✉❜❛t❛t ✷✵✵✹❪ ✳ ✳ ✶✽
✷✳✻ P❛r❛❧❧❡❧ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ✇❛t❡r ♥❛♥♦❝❤❛♥♥❡❧s✳ ✭❛✮ ❚♦♣ ❛♥❞ s✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛
✐♥✈❡rt❡❞ ♠✐❝❡❧❧❡ ❝②❧✐♥❞❡r❀ ✭❜✮ ❙❡✈❡r❛❧ ❝②❧✐♥❞❡rs ♣❛❝❦✐♥❣❀ ✭❝✮ ❈②❧✐♥❞r✐❝❛❧
✇❛t❡r ❝❤❛♥♥❡❧s ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ◆❛✜♦♥ ❝r②st❛❧❧✐t❡s ✭✇❤✐t❡✮✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬❙❝❤♠✐❞t✲❘♦❤r ✷✵✵✽❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
①✐✈ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✷✳✼ ❚❊▼ ✐♠❛❣❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ Pt✸❈r ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r ❛♥❞ ◆❛✜♦♥
♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s ♣♦✐♥t t♦✿ ✭❆✮ t❤❡ Pt✸❈r ❛❧❧♦② ❝❛t❛❧②st ♣❛rt✐❝❧❡s✱
✹✲✶✷ ♥♠ ❞✐❛♠❡t❡r❀ ✭❇✮ ❝❛r❜♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ≈ 340 ♥♠ ❞✐❛♠❡t❡r❀ ✭❈✮
r❡❝❛st ◆❛✜♦♥ ✐♦♥♦♠❡r ♥❡t✇♦r❦❀ ✭❉✮ ❝♦❛❧❡s❝❡❞ Pt✸❈r ♣❛rt✐❝❧❡s❀ ✭❊✮ s❡❝✲
♦♥❞❛r② ♣♦r❡s✱ ✹✵✲✽✵ ♥♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r❀ ❛♥❞ ✭❋✮ ♣r✐♠❛r② ♣♦r❡s✱ < 17 ♥♠
✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬❳✐❡ ✷✵✶✵❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✷✳✽ ❚❊▼ ✐♠❛❣❡ s❤♦✇✐♥❣ Pt✴✐♦♥♦♠❡r✴❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❚❤✐s ✐♠❛❣❡ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ ❛♥❞ Pt ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬▼♦r❡ ✷✵✵✻❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✹✳✶ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❣❡s ❢♦r ✐♦♥✐③❡❞ ◆❛✜♦♥ ❝❤❛✐♥✱ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥ ❛♥❞ ❙P❈✴❊
✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✹✳✷ ❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ ❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛t T = 350 ❑ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✲
t❡r ❝♦♥t❡♥t❀ ❚❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ❜❡❛❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ②❡❧❧♦✇✱ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❛r❡ ✐♥ ❜❧✉❡✱ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐t❡✱ ❛♥❞ ◆❛✜♦♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡s ✐♥ ❜r♦✇♥ ✳ ✻✼
✹✳✸ ❘❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐rs ✐♥ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛t
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T = 350 ❑ ❛♥❞ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t λ✳ ❙✿ s✉❧♣❤✉r ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❀ Ow✿
♦①②❣❡♥ ♦❢ ❍✷❖ ❀ Oh✿ ♦①②❣❡♥ ♦❢ ❍✸❖
✰ ❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✹✳✹ ▼❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛t ✭❛✮ T = 300 ❑ ❛♥❞
✭❜✮ ✸✺✵ ❑ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✹✳✺ ❙❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✭❛✮ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ✭❜✮ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s
❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ λ✱ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s T = 300 ❑ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✹✳✻ ✾✲✸ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ εwall✱ ❦❡❡♣✐♥❣
σwall = 0.32 ♥♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✹✳✼ ❙♥❛♣s❤♦t✿ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✸✺✵✵ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s
♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ✾✲✸ ▲❏ ✇❛❧❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ εphilic✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇❛t❡r ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② θ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✹✳✽ ✭❛✮ ❲❛t❡r ❞r♦♣❧❡t ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
εphilic✳ ✭❜✮ ❈♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❞r♦♣❧❡t ♣r♦✜❧❡ ✈✐❛ ✜tt✐♥❣
♠❡t❤♦❞ t♦ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ✈❛r✐❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤
εphilic✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✹✳✾ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ①✈
✺✳✶ ▲❛t❡r❛❧ ✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠s ❤②✲
❞r❛t❡❞ ✇✐t❤ λ = 22✱ ✶✶ ❛♥❞ ✻✱ ❢♦r♠❡❞ ♦♥ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✈❡r② ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✭θ ≈ 150◦✮ t♦ ✈❡r② ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ✭θ ≈ 30◦✮✳
❚❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡s ❜❡❛❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❜r♦✇♥✱ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ❜❡❛❞s ✐♥ ②❡❧❧♦✇✱
❙❖ ✕✸ ✐♥ r❡❞✱ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✺✳✷ ❇♦tt♦♠ ✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠s ❤②✲
❞r❛t❡❞ ✇✐t❤ λ = 22✱ ✶✶ ❛♥❞ ✻✱ ❢♦r♠❡❞ ♦♥ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✈❡r② ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✭θ ≈ 150◦✮ t♦ ✈❡r② ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ✭θ ≈ 30◦✮✳
❚❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡s ❜❡❛❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❜r♦✇♥✱ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ❜❡❛❞s ✐♥ ②❡❧❧♦✇✱
❙❖ ✕✸ ✐♥ r❡❞✱ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✺✳✸ ▼❛ss ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ✭ρpoly(z)✮ ❛♥❞ ✇❛t❡r ✭ρw(z)✮ ♦❢ t❤❡
✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠s ❛t λ = 22✱ ✶✶ ❛♥❞ ✻✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② θ✱ ✇❤❡r❡ θ = 150◦ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ ♠♦st ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❛♥❞ θ = 30◦ t❤❡ ♠♦st ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✺✳✹ ❘❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✲✇❛t❡r ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ✭gOwOw(r)✮
❛♥❞ ✇❛t❡r✲❤②❞r♦♥✐✉♠ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ✭gOwOh(r)✮ ❛t λ = 22✱ ✶✶ ❛♥❞ ✻
❢♦r t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❤②✲
❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✭θ✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✺✳✺ ❘❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❧♣❤✉r✲s✉❧♣❤✉r ❛t♦♠s ✭gSS(r)✮ ❢♦r ❡❛❝❤
✜❧♠ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛t λ = 22✱ ✶✶ ❛♥❞ ✻ ❢♦r t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤
✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✭θ✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✺✳✻ ❘❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❧♣❤✉r✲✇❛t❡r ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ✭gSOw(r)✮
❛♥❞ s✉❧♣❤✉r✲❤②❞r♦♥✐✉♠ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ✭gSOh(r)✮ ❛t λ = 22✱ ✶✶ ❛♥❞ ✻
❢♦r t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❤②✲
❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✭θ✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✺✳✼ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ cos(φχ)✱ ✇❤❡r❡ φχ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ zˆ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r t♦ t❤❡
✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❧❛♥❡ uˆnˆ✱ ❖❍ ❜♦♥❞ uˆO¯H ❛♥❞ ❞✐♣♦❧❡ uˆ~µ✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ s❧❛❜s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✐♥ t❤❡ ✜❧♠s ✇✐t❤ ❤②❞r❛t✐♦♥
❧❡✈❡❧ λ = 22 ❛♥❞ ✇❛❧❧ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② θ = 150◦✱ 100◦✱ 70◦ ❛♥❞ 30◦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✺✳✽ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣ uˆSO−
3
❛♥❞ cos(φSO−
3
) = uˆ
SO
−
3
· zˆ✳ ❚❤✐s
✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✏st❛♥❞✐♥❣✑ ❛♥❞ ✏❧②✐♥❣✑ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r
s✐❞❡✲❝❤❛✐♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
①✈✐ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✺✳✾ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ cos(φ
SO
−
3
)✱ ✇❤❡r❡ φ
SO
−
3
✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r uˆSO−
3
❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ zˆ✳
❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ s❧❛❜s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss
✵✳✸ ♥♠✳ ■♥ t❤❡ ✜rst s❧❛❜✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✇❤❡♥ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② θ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✺✳✶✵ ❆✈❡r❛❣❡ ♦❢ cos(φSO−
3
) ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡
✜❧♠s ❛t ✭❛✮ λ = 22✱ ✭❜✮ ✶✶ ❛♥❞ ✭❝✮ ✻ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✺✳✶✶ ❈❧✉st❡r s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s✱ nS ✳ ❚❤❡ ✐♥s❡ts ❞✐s♣❧❛② t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s✐③❡✳ ❚❤❡
♣❧♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✜❧♠s ❢♦r λ = ✭❛✮ ✷✷ ✭❜✮ ✶✶ ❛♥❞ ✭❝✮ ✻ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✺✳✶✷ ❆✈❡r❛❣❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ✭❧❡❢t s✐❞❡✮ ❛♥❞ ❙❖ ✕✸ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭r✐❣❤t s✐❞❡✮
❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ λ =
✭❛✱❜✮ ✷✷ ✭❝✱❞✮ ✶✶ ❛♥❞ ✭❡✱❢✮ ✻ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✺✳✶✸ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦ts ♦❢ ✇❛t❡r ❞❡♥s✐t② ❢♦r λ ❡q✉❛❧ ✭❛✮ ✷✷ ✭❜✮ ✶✶ ❛♥❞ ✭❝✮ ✻ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✺✳✶✹ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
✜❧♠s ❛t ❤✐❣❤ ❤②❞r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ❛t ❧♦✇ ❤②❞r❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
✺✳✶✺ ■♦♥♦♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡✱ ✇❛t❡r✱ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s✱ ❍✸❖
✰ ❛♥❞ ❙❖ ✕✸ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦♥ s✉r✲
❢❛❝❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✭εphilic = 0.25 ❦❝❛❧✴♠♦❧✮ t♦
t❤❡ ♠♦st ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ✭εphilic = 2.0 ❦❝❛❧✴♠♦❧✮✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts λ ❡q✉❛❧ ✭❛✮ ✷✷ ✭❜✮ ✶✶ ❛♥❞ ✭❝✮ ✻ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✺✳✶✻ ❙♥❛♣s❤♦t ♦❢ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✵✳✺✻ ♥♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠
t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡s tr❛✐♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❜r♦✇♥✱ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ✐♥
②❡❧❧♦✇✱ ❙❖ ✕✸ ✐♥ r❡❞✱ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐t❡✳✶✶✺
✺✳✶✼ ❲❛t❡r✲✇❛t❡r ✷❉ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❢♦r
λ = 22❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✺✳✶✽ ◆❡t ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠ ❛t λ = 22✱
✶✶ ❛♥❞ ✻ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✺✳✶✾ ❉❡♥s✐t② ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t② ♦❢ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡
②❡❧❧♦✇ ❝♦❧♦r r❡♣r❡s❡♥t ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝♦❧♦r r❡♣r❡s❡♥t
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ r❡❣✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵
✺✳✷✵ ❳❨ ♠❛♣ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❛t♦♠s ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤✐♥✲✜❧♠s θ = 70◦ ❛♥❞ λ ❡q✉❛❧
✭❛✮ ✷✷✱ ✭❜✮ ✶✶ ❛♥❞ ✭❝✮ ✻ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ①✈✐✐
✻✳✶ ▼❡❛♥✲sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✭❛✮ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ✭❜✮ ❤②❞r♦♥✐✉♠
✐♦♥s ✐♥ x✱ y ❛♥❞ z ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t λ = 22 ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② θ = 30◦✳ ❚❤❡
♠❡❛♥✲sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤♦s❡
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
✻✳✷ ■♥✲♣❧❛♥❡ ♠❡❛♥✲sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✭❛✱❜✱❝✮ ✇❛t❡r ❛♥❞ ✭❞✱❡✱❢✮ ❤②❞r♦✲
♥✐✉♠ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜❧♠s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② θ✱ ❛♥❞ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ λ ❡q✉❛❧ ✭❛✱❞✮
✷✷ ✭❜✱❡✮ ✶✶ ❛♥❞ ✭❝✱❢✮ ✻✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✻✳✸ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧♠ ❛t λ =
22✱ ✶✶ ❛♥❞ ✻✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡
❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ λ✳ εphilic = 0.25✱ ✶✳✵✱ ✶✳✺ ❛♥❞ ✶✳✺ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ θ =
150◦✱ 100◦✱ 70◦ ❛♥❞ 30◦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
✻✳✹ ◆♦r♠❛❧ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✭❛✱❜✱❝✮ ✇❛t❡r ❛♥❞ ✭❞✱❡✱❢✮ ❤②❞r♦✲
♥✐✉♠ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜❧♠s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② θ ✇✐t❤ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ λ ❡q✉❛❧ ✭❛✱❞✮
✷✷ ✭❜✱❡✮ ✶✶ ❛♥❞ ✭❝✱❢✮ ✻✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸
✻✳✺ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ z
❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢♦r ❞✐✈❡rs❡ ✜❧♠s ✇✐t❤ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✭❛✮ λ = 22✱ ✭❜✮✶✶
❛♥❞ ✭❝✮ ✻✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✻✳✻ ■♥❝♦❤❡r❡♥t ✭s❡❧❢✮ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s Fs(~q, t) ❛t |~q| = 1.05✱
✵✳✾✷ ❛♥❞ ✵✳✼✽ ♥♠−1 ❢♦r λ = 6✱ ✶✶ ❛♥❞ ✷✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ✭❛✮
✇❛t❡r ❛♥❞ ✭❜✮ ❤②❞r♦♥✐✉♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✻✳✼ ❙tr✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ τq(z) ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ z ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠❡t❤♦❞ Fs(~q, z, τq) =
e−1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
✻✳✽ ❘♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ♦r✲
❞❡r ✶ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ✭❛✮ ✇❛t❡r ❛♥❞ ✭❜✮ ❤②❞r♦♥✐✉♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷
✻✳✾ ❘♦t❛t✐♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ✇❛t❡r ♥♦r♠❛❧ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r l = 1 ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ③ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
✻✳✶✵ ▼❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ✭❛✮ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ✭❜✮ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❛t
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ✵✳✷ t♦ ✵✳✹ ♥♠ ❢r♦♠ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
✻✳✶✶ ▼❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♥❡❛r ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼
①✈✐✐✐ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✻✳✶✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ α✱ ✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r
♦①②❣❡♥✲❤②❞r♦❣❡♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♦①②❣❡♥✲♦①②❣❡♥ ✈❡❝t♦r ❢♦r ❖✲❖ ❞✐st❛♥❝❡
❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✸✺ ♥♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾
✻✳✶✸ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥✲❜♦♥❞s ♣❡r ❍✸❖
✰ nHbond(z) ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜rst
♥❡✐❣❤❜♦✉rs nOhOw(z) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ z ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s
✹✳✶ ❇♦♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥✲
❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✴✇❛t❡r s②st❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✹✳✷ ◆♦♥✲❜♦♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✴✇❛t❡r s②st❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✹✳✸ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
T = 300 ❑ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✹✳✹ ❋✐rst s❤❡❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛t ✸✵✵ ❑ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑✳
❚❤❡ Rc ✉s❡❞ ✇❤❡r❡ ✵✳✹✺ ♥♠ ❢♦r s✉❧♣❤✉r✲✇❛t❡r✱ ✵✳✸✺ ♥♠ ❢♦r ✇❛t❡r✲✇❛t❡r
❛♥❞ ✇❛t❡r✲❤②❞r♦♥✐✉♠ ❛♥❞ ✵✳✻✹ ♥♠ ❢♦r s✉❧♣❤✉r✲s✉❧♣❤✉r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts λ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✹✳✺ ❙❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s T =
300 ❑ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑✳ ∗●♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♣✉❜❧✐s❝❤❡❞ ❜② ▼❛r❦
❡t ❛❧✳ ♦❢ ✷✳✼✭✵✳✶✷✮❬▼❛r❦ ✷✵✵✶❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✹✳✻ ❲❛t❡r ❞r♦♣❧❡t ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ❢♦r ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ εphilic ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✺✳✶ ❋✐rst s❤❡❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ✜❧♠✳ ❚❤❡ ❝✉t♦✛ r❛❞✐✉s Rc ✉s❡❞
✇❤❡r❡ ✵✳✹✺ ♥♠ ❢♦r s✉❧♣❤✉r✲✇❛t❡r ✭nSOw✮ ❛♥❞ s✉❧♣❤✉r✲❤②❞r♦♥✐✉♠ ✭nSOh✮✱
✵✳✸✺ ♥♠ ❢♦r ✇❛t❡r✲✇❛t❡r ✭nOwOw✮ ❛♥❞ ✇❛t❡r✲❤②❞r♦♥✐✉♠ ✭nOhOw✮ ❛♥❞
✵✳✻✹ ♥♠ ❢♦r s✉❧♣❤✉r✲s✉❧♣❤✉r ✭nSS✮ ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠✲❤②❞r♦♥✐✉♠ ✭nOhOh✮✳ ✾✹
✺✳✷ ❆✈❡r❛❣❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ✐♥ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✺✳✸ ❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✻✳✶ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ τq❢♦r t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❤♦✇❡❞
✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✻ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠❡t❤♦❞ F (q, τq) = e−1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✻✳✷ ❘♦t❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭τl✮ ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Cl(t) ♦❢ t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ♦r❞❡r l =
1 ❛♥❞ ✷ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✺✮✳ τl ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠❡t❤♦❞
Cl(τl) = e
−1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸
✻✳✸ ▼❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ✳ ✶✹✼
✻✳✹ ❘❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ✭τMR✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡❛r❡st s✉❧✲
❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
①① ▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s
✻✳✺ ❆✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ♣❡r ❍✸❖
✰ ❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❍✸❖
✰
❛♥❞ ❍✷❖ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
❈❤❛♣t❡r ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❡♥❡r❣② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥✲
t❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s ❡♥❝♦✉r❛❣❡ s❝✐❡♥t✐sts ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❛❧✐sts t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②
❢♦r ♥❡✇ ❡♥❡r❣✐❡s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❖✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ ❣r❡❛t ❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡♣❧♦②❡❞
♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ q✉❡st ❢♦r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧✳
❋♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❡♥❡r❣② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✱
t❤❡ ❝♦st✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢
❈❖✷✮ ❛r❡ ♦❢ ♠❛❥♦r ❝♦♥❝❡r♥s✳ ▲❡❣✐t✐♠❛t❡❧②✱ s✉❝❤ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠✲
♣❡t✐t✐✈❡ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ♠❛r❦❡t✿
tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ✭✐♥ ♦t❤❡r t❡r♠s t❤❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ♠❛r❦❡t✮✱ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
✭❢♦r r❡s✐❞❡♥❝❡✱ ♣✉❜❧✐❝ ❜✉✐❧❞✐♥❣s✮✱ ❛♥❞ ♣♦rt❛❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❧✐❦❡ ❝❡❧❧ ♣❤♦♥❡s✱ ♣♦rt❛❜❧❡
❝♦♠♣✉t❡rs✱ ❛✉①✐❧✐❛r② ♣♦✇❡r ✉♥✐t ✐♥ ❝❛rs✱ ❡t❝✳ ✮✳
❋✉❡❧ ❈❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s ✇❛s ✜rst r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❙❝❤♦❡♥❜❡✐♥
❛♥❞ ●r♦✈❡ ✐♥ ✶✽✸✾✱ ✇❤❡♥ t❤❡② ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❢r♦♠ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛♥❞ ♦①②✲
❣❡♥ ❜② r❡✈❡rs✐♥❣ ✇❛t❡r ❡❧❡❝tr♦❧②s✐s ❬❙❝❤♦❡♥❜❡✐♥ ✶✽✸✾✱ ●r♦✈❡ ✶✽✸✾❪✳ ❉✉r✐♥❣ ♥❡❛r❧② ♦♥❡
❤✉♥❞r❡❞ ②❡❛rs✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ❛❧♠♦st ♥♦ ♣r♦❣r❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳
❖♥❧② ✐♥ ✶✾✺✵✬s✱ ❲✳ ❚❤♦♠❛s ●r✉❜❜ ❢✉rt❤❡r ♠♦❞✐✜❡❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ❞❡s✐❣♥ ❜② ✉s✐♥❣
❛ ♣♦❧②♠❡r✐❝ ✐♦♥✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ❬●r✉❜❜ ✶✾✺✾❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
▲❡♦♥❛r❞ ◆✐❡❞r❛❝❤ ✇❛s t❤❡ ✜rst t♦ ❞❡✈✐s❡ ❛ ✇❛② ♦❢ ❞❡♣♦s✐t✐♥❣ ♣❧❛t✐♥✉♠ ♦♥t♦ t❤❡ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ s❡r✈❡❞ ❛s t❤❡ ❝❛t❛❧②st ❢♦r t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝❡❧❧ r❡❛❝t✐♦♥s❬◆✐❡❞r❛❝❤ ✶✾✻✼❪✳ ❆t
t❤❛t t✐♠❡✱ t❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ❛s ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ◆❆❙❆✬s
●❡♠✐♥✐ s♣❛❝❡ ✢✐❣❤ts ✇❛s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ t❤❡ Pr♦t♦♥ ❊①❝❤❛♥❣❡ ▼❡♠❜r❛♥❡
❋✉❡❧ ❈❡❧❧s ✭P❊▼❋❈✮✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ P♦❧②♠❡r ❊❧❡❝tr♦❧②t❡ ▼❡♠❜r❛♥❡ ❋✉❡❧ ❈❡❧❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ❤❛s ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♥✉♠❡r♦✉s ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
✭❡✳❣✳ r❡❧❛t✐✈❡ ❧♦✇ ♦♣❡r❛t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❧♦✇ ✇❡✐❣❤t✱ ❡t❝✳ ✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✳
✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ Pr♦t♦♥ ❊①❝❤❛♥❣❡ ▼❡♠❜r❛♥❡ ❋✉❡❧ ❈❡❧❧
✭P❊▼❋❈✮✳ ❚❤❡ ❈❛t❛❧②st ▲❛②❡r ✭❈▲✮ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢✿ ❝❛r❜♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s
♦r ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡s ❞❡❝♦r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝❛t❛❧②st ♣❛rt✐❝❧❡s ✭Pt✴❈✮❀ ◆❛✜♦♥ ✐♦♥♦♠❡r
❞✐s♣❡rs❡❞ ♦♥ Pt✴❈❀ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s ♣❤❛s❡✳
❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ▼❡♠❜r❛♥❡ ❊❧❡❝tr♦❞❡ ❆ss❡♠❜❧② ✭▼❊❆✮✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✭❛♥♦❞❡ ❛♥❞ ❝❛t❤♦❞❡✮ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱
❛♥❞ t❤❡ ●❛s ❈❤❛♥♥❡❧s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ▼❊❆ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡✿ t❤❡ ❈❛t❛❧②st ▲❛②❡r ✭❈▲✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s t❛❦❡
♣❧❛❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ●❛s ❉✐✛✉s✐♦♥ ▲❛②❡r ✭●❉▲✮✱ t❤r♦✉❣❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❛❝t❛♥ts ❞✐✛✉s❡ ❢r♦♠
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s✐t❡s ✐♥ ❈▲✳
❚❤❡ P❊▼❋❈ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡♥✲
❡r❣② ❢r♦♠ ❛ ❤②❞r♦❣❡♥ ♦①✐❞❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ❢♦r ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❢✉❡❧ ❛♥❞
♦①✐❞❛♥t ❛r❡ s✉♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ❛♥❞ ✐t ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❢✉❡❧ ✐s s✉♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥♦❞❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡ t❡r♠✐♥❛❧✮ ✇❤✐❧❡ ♦①②❣❡♥
✐s s✉♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡ t❡r♠✐♥❛❧✮❀ t❤r♦✉❣❤ ♦①✐❞❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥✱ ❤②❞r♦❣❡♥
✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛ ♣r♦t♦♥❀ ♣r♦t♦♥s ❝r♦ss t❤❡
❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛♥❞ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② r❡❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞
♦①②❣❡♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦ ❢♦r♠ ✇❛t❡r ❜②♣r♦❞✉❝t✳
❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❛r❦ ♦♥ t❤❡ P❊▼❋❈ ❤✐st♦r② ✇❛s ✐♥ ✶✾✻✵✬s ✇❤❡♥ ◆❛✜♦♥✱ ❛ ♣r♦t♦♥
❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♣♦❧②♠❡r ✐♥✈❡♥t❡❞ ❜② ❉✉P♦♥t ❝♦♠♣❛♥② ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡
✸❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ❬❈♦♥♥♦❧❧② ✶✾✻✻❪✳ ❚❤✐s ♣♦❧②♠❡r ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❡①❝❡❧❧❡♥t ♣r♦t♦♥ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②
✇❤❡♥ ❤②❞r❛t❡❞✳ ❆t t❤❛t t✐♠❡✱ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t✐❡s ✇❡r❡
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡①tr❡♠❡❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡✱ ❞✉❡ t❤❡
❤✐❣❤ ♣❧❛t✐♥✉♠ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✇❛s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞❡ ✉t✐❧✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ▼♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦❣r❡ss ❜❡❝❛♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ❛❢t❡r t❤❡ ✶✾✽✵✱
✇❤❡♥ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥s ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
◆♦✇❛❞❛②s✱ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ P❊▼❋❈s ✐s t❛r❣❡t❡❞ ❜② ❞✐r❡❝t❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞✲
✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② str✉❝t✉r❡
❛t ♥❛♥♦s❝❛❧❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ♣♦❧②♠❡r ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝♦♣♦❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡tr❛✢✉✲
♦r♦❡t❤②❧❡♥❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✭❚❡✢♦♥✮ ❛♥❞ ♣❡r✢✉♦r♦✈✐♥②❧ ❡t❤❡r ❣r♦✉♣s t❡r♠✐♥❛t❡❞ ✇✐t❤ s✉❧✲
❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
❛t t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ✐s ❤②❞r❛t❡❞✱ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ ❤②✲
❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ❧❡❛❞ t♦ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤ ❛s
✐♥✈❡rt❡❞✲♠✐❝❡❧❧❡s✱ ❝❧✉st❡r✲♥❡t✇♦r❦s✱ ♣♦❧②♠❡r ❜✉♥❞❧❡s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ♣❤❛s❡✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❬▼❛✉r✐t③ ✷✵✵✹❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✈❡r② ♦❢t❡♥ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r②✱ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
◆❛✜♦♥ str✉❝t✉r❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❧❡❛r✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ❞❡❜❛t❡ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
♦❢ ◆❛✜♦♥ ♥❛♥♦✲str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ✐ts tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♣r♦t♦♥ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞
✇❛t❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❬❑r❡✉❡r ✷✵✵✹❪✳
❚❤❡ ❈❛t❛❧②st ▲❛②❡r ✭❈▲✮ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❡r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝✲
t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❈▲ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ ✉s❡ ♣♦♦r❧② ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❡❞
✇✐t❤ ♣❧❛t✐♥✉♠ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐s♣❡rs❡❞ ♦♥ ❛ ❝❛r❜♦♥ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ✐♠♣r❡❣♥❛t❡❞ ◆❛✜♦♥
✐♦♥♦♠❡r ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ◆❛✜♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ❢♦r t✇♦
r❡❛s♦♥s✿ ✜rst✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ◆❛✜♦♥ ❛❝ts ❛s ❛ ❜✐♥❞❡r✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t r♦❧❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ Pt✴❈ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♦♥ t❤❡ Pt ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✳
❙❡❝♦♥❞✱ ❞✉r✐♥❣ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐t ❢♦r♠s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦t♦♥✲❝♦♥❞✉❝t♦r ♥❡t✇♦r❦
❢♦r t❤❡ ♣r♦t♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❢r♦♠✴t♦ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ t♦✴❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❛❧②st s✐t❡s✳ ◆❛✜♦♥
♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❈▲✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
❛s ❛ ✇❡❧❧✲❞✐s♣❡rs❡❞ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ s✉♣♣♦rts ❛♥❞ Pt ♣❛rt✐❝❧❡s
✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ✜❧♠ ✐s ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ❤❛s t❤✐❝❦♥❡ss
s♣❛♥♥✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡ ∼✹ t♦ ✷✵ ♥♠ ❬▼♦r❡ ✷✵✵✻❪✳
✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r ❤❛s
❜❡❡♥ ❛ ✏❤♦t✑ t♦♣✐❝ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡
✜❧♠s ♠✐❣❤t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♠❡♠❜r❛♥❡ ❬P❛✉❧ ✷✵✶✶❛❪✳ ❋♦✲
❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❈▲✱ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❡
✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐t ✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✳ ❚❤❡s❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ✱ Pt ❛♥❞ ❈ ♠❛t❡r✐❛❧s
♦①✐❞❛t✐♦♥ st❛t❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✭❝✉r✈❛t✉r❡✮ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❬▼♦❞❡st✐♥♦ ✷✵✶✷❪✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡r❡ ✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✇❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
s✉❜str❛t❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛✛❡❝t ◆❛✜♦♥ ✜❧♠ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❬❲♦♦❞ ✷✵✵✾❪✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s✉❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ ✐♦♥♦♠❡r ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ st❡♣ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♣r♦t♦♥ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✇❛t❡r tr❛♥s♣♦rt ✐♥s✐❞❡ ❈▲✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♦♥ t❤❡ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡ ❤❛s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❈▲ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❯♥t✐❧ r❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠♦st ❛❝❝❡♣t❡❞ ✈✐❡✇ ❝♦♥s✐❞❡rs
◆❛✜♦♥ ❛s ❛ ♥♦♥✲❛❞s♦r❜✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ✐♥ P❊▼❋❈ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ♣✐❝t✉r❡
❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t s♣❡❝✐✜❝ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ♦♥
t❤❡ ❝❛t❛❧②st ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❛♥❞ str♦♥❣❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ r❡❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥✲
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❬❙✉❜❜❛r❛♠❛♥ ✷✵✶✵❛✱ ▼❛ ✷✵✵✼✱ ❖❤♠❛ ✷✵✶✶❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥❛✲
t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♦r❣❛♥✐③❛✲
t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡rs✱ ✐♥ t❤❡ ✈❡r② ♥❡❛r✲s✉r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡
❛❞s♦r♣t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✴❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✳
■♥s✐❞❡ t❤❡ ❈▲✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❈▲ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✴❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✳ ❚❤❡ ♣❧❛t✐♥✉♠ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♠♦r❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ s✉♣♣♦rts t❡♥❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ✇❡tt❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ s✉r❢❛❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✴❛♥♦❞❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥ ✐♠♣❛❝t ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❞❡❣r❡❡
♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❜♦t❤ ♣❧❛t✐♥✉♠ ❛♥❞ ❝❛r❜♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉r✲
❢❛❝❡s ❬❇♦r✉♣ ✷✵✵✼❪✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s
✐♥❝❧✉❞❡ r✐♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❝❛t❛❧②st ❞✉❡ t♦ ❝♦rr♦s✐♦♥✱ ❝❛t❛❧②sts
♣♦✐s♦♥✐♥❣ ❜② ❛❞s♦r❜❡❞ ✐♠♣✉r✐t✐❡s✱ ❛❣❡✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡✱ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✴❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r s✉r❢❛❝❡s
❬❈❤❡♥ ✷✵✵✻✱ ❲❛♥❣ ✷✵✵✾❪
❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛ s✐♠♣❧❡ q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s✿ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s t♦ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠
✺✇❤❡♥ ✐t ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✴❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡rs❄
❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ✐s ❛♥② ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢
❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♦r ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ◆❛✜♦♥ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❲❤✐❝❤ t②♣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡s
t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❝❛♥ ❢♦r♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❡tt❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡❄ ■❢ ✐♥❞❡❡❞
t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s s❡♥s✐❜❧❡ t♦ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡
t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❛✛❡❝ts ✐♠♣♦rt❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❧✐❦❡ ♣r♦t♦♥
❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❛t❡r tr❛♥s♣♦rt✱ ✐♦♥♦♠❡r ❛❞s♦r♣t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞
❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s
❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s②st❡♠s ❛r❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈✮ ❛♥❞ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s
✭▼❉✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ▼❉ ♦✈❡r ▼❈ ✐s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✳
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡
❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ ❛s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❡ ✇❡tt❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♦♥❧②✳ ❚❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠s ✈✐❛ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡
✜❧♠✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♠❛♥❞s ❝♦st❧② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❖✉r
✐❞❡❛ ✇❛s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✜❧♠ ❛t
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦t❡ ❤❡r❡ t❤❛t ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥✲✜❧♠ ✐♥✲
s✐❞❡ P❊▼❋❈ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛✐♠❡❞ ❛t
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❛♥② t②♣❡ ♦❢ s✉❜str❛t❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞
t❤❡ P❊▼ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s st✉❞② ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲
✜❧♠s ❢♦r♠❡❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ s✉❜str❛t❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❆✉✱ Pt✭❤❦❧✮✱ ❘✉✭❤❦❧✮✱ ❙✐❖✷✲t❡r♠✐♥❛t❡❞
s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✐♦♥♦♠❡r✲♠♦❞✐✜❡❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s
❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ❚❤❡s✐s
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♠② P❤✳❉✳ t❤❡s✐s ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡
❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥ ♣♦❧②❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❤②✲
❞r♦♣❤♦❜✐❝✴❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ❛♥❞ ✇❛t❡r ❝♦♠♣❧❡①❡s ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ st❛t❡✲♦❢✲
t❤❡✲❛rt✱ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞✱ r❡s✉❧ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
• ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
✇♦r❦s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡❛❞❡r ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❛❜♦✉t ◆❛✜♦♥
❛♥❞ P❊▼❋❈ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❢♦✲
❝✉s✐♥❣ ♦♥ ◆❛✜♦♥ ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❜♦t❤ ❢r❛♠❡ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳
• ❈❤❛♣t❡r ✸✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❲❡
❞✐s❝✉ss t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛s ❜❡❤✐♥❞ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣ts ❢r♦♠ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✳
• ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ♠✐♠✐❝
◆❛✜♦♥ ❛♥❞ ✇❛t❡r✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s✳ ❲❡ r❡♣♦rt ♦✉r
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ◆❛✜♦♥✲✇❛t❡r s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s
r❡q✉❡st❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡
♠♦❞❡❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r ❛♥❞ ✇❛t❡r ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t s✉❜str❛t❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ❞❡❣r❡❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦
❣✐✈❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠✳
• ❈❤❛♣t❡r ✺✿ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ s❡❧❢✲❛ss❡♠❜❧② ❛♥❞ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡✲
❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ◆❛✜♦♥ ✐♦♥♦♠❡r ✭✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✮ ✇❤❡♥ ❞❡♣♦s✐t❡❞
✼♦♥ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳ ❲❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤✐♥✲✜❧♠
str✉❝t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s✉❜str❛t❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ❛♥❞ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ❤②❞r❛t✐♦♥✳
• ❈❤❛♣t❡r ✻✿ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦✉r st✉❞② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ✜❧♠ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❤②❞r❛t❡❞ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠✳

❈❤❛♣t❡r ✷
❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❛♥❞ t❤❡♦r②
❈♦♥t❡♥ts
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✷✳✷ ◆❛✜♦♥ ♣♦❧②♠❡r✿ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥❛♥♦✲♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ ✳ ✶✷
✷✳✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✷✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ◆❛✜♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✳ ✶✸
✷✳✷✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✷✳✷✳✹ ❲❛t❡r ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✇✐t❤✐♥ ◆❛✜♦♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ✳ ✷✸
✷✳✸ P❊▼❋❈ ❈❛t❛❧②st ▲❛②❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✷✳✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✷✳✸✳✷ Pt✲❜❛s❡❞ ❈❛t❛❧②st ❧❛②❡r✿ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✷✳✸✳✸ ❍②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ❈❛t❛❧②st ▲❛②❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✷✳✹ ◆❛✜♦♥ ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✷✳✹✳✶ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠s✿ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✷✳✹✳✷ ■♦♥♦♠❡r ❛❞s♦r♣t✐♦♥✿ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r ❛❝t✐✈✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✷✳✹✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✷✳✺ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛♥❞ t❤❡s✐s ♣r♦♣♦s❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✶
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s s②st❡♠s ✐s t♦ ❝♦♥✲
tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ P❊▼ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r ✭❈▲✮✳ ❆ ❣♦♦❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❈▲ s②st❡♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡② ❛r❡ ❛❢✲
❢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦♥ ❈▲
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦
❡①♣❧♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♥❛♥♦ t♦ ♠❛❝r♦ s❝❛❧❡s✱ ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❡♥❣✐♥❡❡rs ❛♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
r❡s❡❛r❝❤❡rs✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♥❛♥♦✲str✉❝t✉r❡s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❈▲ ❤❛s
r❡❝❡✐✈❡❞ ❧❡ss ❛tt❡♥t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t t❤❛t ◆❛✜♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ❛♥❞
✐♥❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ❈▲ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥✿ s❤♦✉❧❞ ◆❛✜♦♥ ✐♥ ❈▲
❤❛✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡❄ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡✱ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ◆❛✜♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♣❤❛s❡✱ ✐s st✐❧❧ ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦✈❡rs②
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✐ts ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❞✉❡ t❤❡ t❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ ❜❡
❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲
t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❞❞r❡ss❡❞ t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ◆❛✜♦♥✳
❉✉❡ t♦ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ r✐❝❤ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ❛❜♦✉t ◆❛✜♦♥
♣♦❧②♠❡r ❛♥❞ ❈▲ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt✱ ❜❡❢♦r❡ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ❧✐t❡r❛t✉r❡
r❡✈✐❡✇ ♦♥ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t
◆❛✜♦♥✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❈▲ ✐♥ P❊▼❋❈✱ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r♦❣r❡ss❡s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥s t❤r♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞
♣❛rt ✇❡ ❞❡❞✐❝❛t❡ t♦ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠s✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ◆❛✜♦♥ ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥
st✉❞②✐♥❣ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞② ♦❢
t❤✐♥✲✜❧♠ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉❜str❛t❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡
❧❛st ♣❛rt✳
✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②
✷✳✷ ◆❛✜♦♥ ♣♦❧②♠❡r✿ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥❛♥♦✲♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t❡❞
str✉❝t✉r❡
✷✳✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts
◆❛✜♦♥ ✐s ❛ ♣❡r✢✉♦r✐♥❛t❡❞ ♣♦❧②♠❡r ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ ❉✉P♦♥t ❞❡
◆❡♠♦✉rs ❝♦♠♣❛♥②✳ ■t ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝♦✲♣♦❧②♠❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲♣♦❧❛r t❡tr❛✢✉♦r♦❡t❤②✲
❧❡♥❡✱ ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡✱ ❛♥❞ ♣♦❧❛r ♣❡r✢✉♦r♦s✉❧❢♦♥✐❝ ✈✐♥②❧❡t❤❡r ❝❤❛✐♥ ❢r❛❣♠❡♥ts
❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡✱ ❛s s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s✳ ■t ✐s t❤❡ ✜rst ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦❧②♠❡rs
✇✐t❤ ✐♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✐♦♥♦♠❡rs✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✐s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
[CF2 CF2]x CF
O CF2 CF
CF3
O CF2 CF2 SO3H
CF2
✇❤❡r❡ x ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦✲♠♦♥♦♠❡r s❡q✉❡♥❝❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❯s✉❛❧❧②✱ x ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✻ t♦ ✽✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t
s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✷✵ ➴ ✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥ ✐s ❛❜♦✉t ✶✵ ➴ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ✈❛r② ❢r♦♠ ✵✳✶ µ♠ t♦ ✶ µ♠✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✲♣♦❧②♠❡r✐③❛t✐♦♥ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r x ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ♣❡r ♠❛ss
✉♥✐t✳ ❚❤✐s ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❡✐❣❤t ✭❊❲✮✱ ❞❡✜♥❡❞
❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❞r② ◆❛✜♦♥ ♣❡r ♠♦❧ ♦❢ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s✳ ❊❲ ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t r❡❧❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r x ✈✐❛ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿
EW = 100x+ 446 ✭✷✳✶✮
❆♥ ❊❲ ♦❢ ✶✶✵✵ ✐s t②♣✐❝❛❧ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐③❡❞ ◆❛✜♦♥❘© ✶✶✼✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❞❡s✐❣♥❛t✐♦♥ ❵✶✶✼✬ r❡❢❡rs t♦ ❛ ✜❧♠ ❤❛✈✐♥❣ ❊❲❂✶✶✵✵ ❛♥❞ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✵✳✵✵✼ ✐♥✱ ✐✳❡✳
✵✳✶✽ ♠♠✳
◆❛✜♦♥ ❤❛s ♠❛♥② ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ♠❛❦❡ ✐t t❤❡ ❜❡st ✐♦♥✐❝ ♣♦❧②♠❡r ✉s❡❞ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦❧②t❡
♠❡♠❜r❛♥❡s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛r❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♥tr✐♥s✐❝
♣r♦t♦♥ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ✐s ❤②❞r❛t❡❞ ❛♥❞ ✇❛t❡r ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ♦♥❧②
✷✳✷✳ ◆❛✜♦♥ ♣♦❧②♠❡r✿ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥❛♥♦✲♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ ✶✸
♠♦❞❡r❛t❡ ✇❛t❡r ✉♣t❛❦❡✳ ❚❤❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r
❝♦♥t❡♥t ✲ λ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♣❡r s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s✳ ❲❛t❡r
❝♦♥t❡♥t ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✷✷ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❤✉♠✐❞✐t②✳ ❲❤❡♥ ◆❛✜♦♥ ✐s ❢✉❧❧②
❤②❞r❛t❡❞ t❤❡ s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s ❞✐ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❢r❡❡ ♣r♦t♦♥s H+ ❢♦r ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✳ ◆❛✜♦♥
❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐ts ❡①❝❡❧❧❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ ❞✉❝t✐❧✐t② ❛♥❞ ✇❛t❡r✲
s✇❡❧❧✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s✱ ❣♦♦❞ t❤❡r♠❛❧ st❛❜✐❧✐t②✳ ❆t ❧❛st✱ ✐t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② r❡s✐st❛♥t
t♦ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✱ ✉♥❧❡ss ✐t ✐s ✉♥❞❡r ❛❣❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❦❛❧✐
♠❡t❛❧s ❛♥❞ ♣❡r♦①✐❞❡ ❣r♦✉♣s ❬❈♦✉❧♦♥ ✷✵✶✷❪✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛t t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ✐s ❤②❞r❛t❡❞✱ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ❧❡❛❞ t♦
s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♥❛♥♦✲str✉❝t✉r❛❧ ❧❡✈❡❧ ❬▼❛✉r✐t③ ✷✵✵✹❪✳ ❚❤❡ ❤②✲
❞r♦♣❤♦❜✐❝ r❡❣✐♦♥s ❢♦r♠ s❡♠✐✲❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ r❡❣✐♦♥s✱ s✉❧✲
❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ ✇❛t❡r ✉♣t❛❦❡✱ ❢♦r♠ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♦♥✐❝ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤✐s ✐♥t❡r❧❛❝❡❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ ✐✳❡✳ ◆❛✜♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ✐s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡♣♦rt ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡
♠♦❞❡❧s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ◆❛✜♦♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❡✳❣✳ ♣r♦t♦♥
❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ✇❛t❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✮✳
✷✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ◆❛✜♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥ts
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✐s ✐♥ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ❜❛s❡❞
♦♥ s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❙❆❳❙✮ ❛♥❞ ✇✐❞❡✲❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
■♥ t❤❡ ❧❛t❡ ✶✾✼✵✬s✱ ❡♠❡r❣❡❞ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♦♥✐❝
❝❧✉st❡rs ✇✐t❤✐♥ ◆❛✜♦♥✳ ❚❤❡ ❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❝❧❡❛r ♣❡❛❦
✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ s♣❡❝tr❛✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✐♦♥♦♠❡r ♣❡❛❦✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ◆❛✜♦♥ ②✐❡❧❞s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞❡t❛✐❧
✐♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣r♦❜❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐s
✐♥❤❡r❡♥t❧② ✐♥❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t
✐♥✈♦❧✈❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳
❙❡✈❡r❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r ♣❡❛❦ ❛♥❞
❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ✐♦♥✐❝ ❣r♦✉♣s ❢♦r♠ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❝❧✉st❡rs t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✇❡❧❧✐♥❣
✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②
❜② s♦❧✈❡♥ts ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ♠❛tr✐①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♠♦❞❡❧s ❞✐✛❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡rs✳
❍❡r❡✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r r❡✈✐❡✇ t♦ t❤❡ ♠♦st ❝✐t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❛ ❜r✐❡❢ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥❧②
❛❜♦✉t t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❣♦✐♥❣ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❜r✐❡❢
r❡✈✐❡✇ ✐s ✐♥ ♣❛rts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❜② ❑✳ ❆✳ ▼❛✉r✐t③ ❛♥❞ ❘✳ ❇✳ ▼♦♦r❡ ❬▼❛✉r✐t③ ✷✵✵✹❪✳
❚❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✶✾✽✶ ❜② ●✐❡r❦❡ ❛♥❞
❝♦✲✇♦r❦❡rs ❬●✐❡r❦❡ ✶✾✽✶✱ ❍s✉ ✶✾✽✸❪✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♠♦r✲
♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✐s ❜❡st ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡rs t❤❛t ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② s♣❤❡r✐❝❛❧
✐♥ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ∼ 3−5 ♥♠ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✈❡rt❡❞ ♠✐❝❡❧❧❛r str✉❝t✉r❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡
✷✳✶✮✳ ❚❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ∼ 1 ♥♠
✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❛
♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ♣❛t❤✇❛② ❢♦r ✐♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡s✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇❛t❡r
❝♦♥t❡♥t✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝❧✉st❡r s✐③❡
❛♥❞ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❧❢♦♥❛t❡ s✐t❡s t♦ ②✐❡❧❞ ❢❡✇❡r ❝❧✉st❡rs ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧② ❤②❞r❛t❡❞
♠❛t❡r✐❛❧✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✲♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●✐❡r❦❡ ❡t ❛❧✳
❬●✐❡r❦❡ ✶✾✽✶✱ ❍s✉ ✶✾✽✸❪ ❝♦♥s✐st ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡rt❡❞ ♠✐❝❡❧❧❡s ✐♥t❡r❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ ❜② ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬▼❛✉r✐t③ ✷✵✵✹❪✳
❆♥♦t❤❡r ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❨❡❛❣❡r ❛♥❞ ❙t❡❝❦ ❬❨❡❛❣❡r ✶✾✽✶❪✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs s✉❣❣❡st ❛ t❤r❡❡✲♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ♠❛tr✐① ✇✐t❤✐♥ t❤r❡❡
r❡❣✐♦♥s✿ ✐✮ ❛ ✢✉♦r♦❝❛r❜♦♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✐❝r♦❝r②st❛❧❧✐♥❡❀ ✐✐✮ ❛♥ ✐♥t❡r✲
❢❛❝✐❛❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ♣❡♥❞❛♥t s✐❞❡
❝❤❛✐♥s✱ s♦♠❡ ✇❛t❡r❀ ❛♥❞ ✐✐✐✮ s✉❧❢❛t❡ ♦r ❝❛r❜♦①②❧✐❝ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r ✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♥♦t ✐♥ ❝❧✉st❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✉st❡r❡❞ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡
✷✳✷✳ ◆❛✜♦♥ ♣♦❧②♠❡r✿ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥❛♥♦✲♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ ✶✺
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❚❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❨❡❛❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬❨❡❛❣❡r ✶✾✽✶❪✿
✭❆✮ ❛ ✢✉♦r♦❝❛r❜♦♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡✱ ✭❇✮ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♦♠❡
♣❡♥❞❛♥t s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s✱ s♦♠❡ ✇❛t❡r✱ ❛♥❞ ✭❈✮ t❤❡ ❝❧✉st❡r❡❞ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡
♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ s✐t❡s✱ ❝♦✉♥t❡r ✐♦♥s✱ ❛♥❞ s♦r❜❡❞ ✇❛t❡r ❡①✐sts✳
❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬❨❡❛❣❡r ✶✾✽✶❪✳
s✐t❡s✱ ❝♦✉♥t❡r ✐♦♥s✱ ❛♥❞ s♦r❜❡❞ ✇❛t❡r ❡①✐sts ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ●✐❡r❦❡ ❡t ❛❧✳ ❬●✐❡r❦❡ ✶✾✽✶❪✱ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❞♦
♥♦t ❤❛✈❡ ❛ str✐❝t ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♦r❞❡r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ❛❝❝❡♣t❡❞✱ ✐t ❤❛s ❣✐✈❡♥ ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ r❡❣✐♦♥s✳
❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❞✉r✐♥❣ ◆❛✜♦♥ s✇❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞
❞❡✲s✇❡❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ▲✐tt ❡t ❛❧✳ ❬▲✐tt ✶✾✾✼❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❧❛♠❡❧❧❛r str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t
❝♦♥s✐sts ♦❢ ✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ✏♠✐❝❡❧❧❡✑ ❧❛②❡rs s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤✐♥ ❧❛♠❡❧✲
❧❛r P❚❋❊✲❧✐❦❡ ❝r②st❛❧❧✐t❡s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❛s ✇❛t❡r ❛❜s♦r❜s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❧❛♠❡❧❧❛❡✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♦♥✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t❤❡ s✇❡❧❧✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ ✇✐t❤♦✉t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ▲❛t❡r✱ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ♦✈❡rs✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ◆❛✜♦♥✳ ❖t❤❡r
✇♦r❦s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❧❛♠❡❧❧❛r s♣❛❝✐♥❣s s❤✐❢t ✇✐t❤ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❤✐❢t ❬●❡❜❡❧ ✷✵✵✵❜✱ ❨♦✉♥❣ ✷✵✵✷❪✳
❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❧❛♠❡❧❧❛r ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❧❛t❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍❛✉❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳
✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❙❛♥❞✇✐❝❤✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ◆❛✜♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
❍❛✉❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳ ❬❍❛✉❜♦❧❞ ✷✵✵✶❪✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st ♦♥ s❛♥❞✇✐❝❤✲❧✐❦❡ str✉❝✲
t✉r❛❧ ❜❛s✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ✭s❤♦✇♥ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✮ t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡
❝♦♠♣❧❡① ❝❤❛♥♥❡❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❋✐❣✉r❡s ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬❍❛✉❜♦❧❞ ✷✵✵✶❪
❬❍❛✉❜♦❧❞ ✷✵✵✶❪✳ ❚❤❡② s✉❣❣❡st t❤❛t ◆❛✜♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❜❛s✐❝ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❛r✲
❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ✶✳✺✲✹✳✺ ♥♠ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ❛r♦✉♥❞
✻✳✵ ♥♠✳ ❊❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❛♥❞✇✐❝❤ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
❧❛②❡rs✿ ♣♦❧②♠❡r✱ ✐♦♥✐❝ ❣r♦✉♣s✱ s♦❧✈❡♥t ✭❝♦r❡ r❡❣✐♦♥✮✱ ✐♦♥✐❝ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ♣♦❧②♠❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❢♦r t❤❡ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ t❤❡ ✏s❛♥❞✇✐❝❤❡s✑ ❛r❡
❧✐♥❡❛r❧② ♣✐❧❡❞ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇❛t❡r ♣❤❛s❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡
str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s✇❡❧❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ◆❛✜♦♥ ♦♥ ❛ ♥❛♥♦♠❡t❡r
s❝❛❧❡✳ ❉✉r✐♥❣ s✇❡❧❧✐♥❣ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❤r✐♥❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s✇❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧
r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ◆❛✜♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳
✷✳✷✳ ◆❛✜♦♥ ♣♦❧②♠❡r✿ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥❛♥♦✲♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ ✶✼
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ▼♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●❡❜❡❧
❢♦r t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥
✇❤❡♥ t❤❡ ❞r② ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐s
s✇♦❧❧❡♥ ✇✐t❤ ✇❛t❡r t♦ t❤❡ st❛t❡ ♦❢
❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬●❡❜❡❧ ✷✵✵✵❛❪
●❡❜❡❧ ❬●❡❜❡❧ ✷✵✵✵❛❪ ❛❧s♦ ❤❛s ❞❡❞✐✲
❝❛t❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣♦❧②♠❡r ❤②❞r❛t✐♦♥✳ ❍❡
♣r♦♣♦s❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ❡✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❛✜♦♥ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡
❞r② st❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❛t❡r✲s✇♦❧❧❡♥ st❛t❡
✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❛✉t❤♦r✱
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✭✐♥✈❡rt❡❞ ♠✐❝❡❧❧❡s✮ ♦❢
❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ ✶✳✺ ♥♠ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❡♥t❡r✲t♦✲
❝❡♥t❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✷✳✼ ♥♠ ❛r❡
❢♦r♠❡❞ ❛t ❧♦✇ ❤②❞r❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❤②❞r❛✲
t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✏❝❧✉st❡r ♥❡t✲
✇♦r❦✑ ✐s ✜rst ❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥✲
♥❡❝t✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ✇❛t❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s✇♦❧❧❡♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❧✉st❡rs✳ ❆t ❤✐❣❤ ❤②❞r❛✲
t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❡r✢✉♦r✐♥❛t❡❞ ♠❛t✐①
❜r❡❛❦s ✉♣ t♦ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ r♦❞✲❧✐❦❡ ♠✐✲
❝❡❧❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞✐ss♦❧✈❡s
✐♥t♦ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ r♦❞❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s s❡♣❛✲
r❛t❡ t♦ ②✐❡❧❞ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ✐s♦✲
❧❛t❡❞ r♦❞s✳
❚❤❡s❡ ✐❞❡❛s ✇❤❡r❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧✲
♦♣❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠
◆❛✜♦♥ s❛♠♣❧❡s ❛t ✈❛r✐♦✉s ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts
❬❘✉❜❛t❛t ✷✵✵✷✱ ❘✉❜❛t❛t ✷✵✵✹❪✳ ❚❤❡ ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤♦s❡ ♣❛♣❡rs s✉♣✲
♣♦rt t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ s✇❡❧❧✐♥❣ ♣r♦✲
❝❡ss ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❞✐❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s✐❝ ❡♥t✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ♥♦t ❛ str♦♥❣ str✉❝t✉r❛❧ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛s
♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●❡❜❡❧✳ ❚❤✐s ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❛rt✐❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦✈❡r t❤❡
✇❤♦❧❡ s✇❡❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❙✉❝❤ ❡♥t✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✜❜r✐❧❧❛r str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ♣♦❧②♠❡r✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥✐❝ ❝❤❛r❣❡s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡
✷✳✺✮✳ ■♥ t❤❡ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ t❤❡ ✜❜r✐❧s ❛r❡ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❛t❡r ✐s ♥♦t ❝♦♥✜♥❡❞
✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❡❧♦♥❣❛t❡❞
r♦❞❧✐❦❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✐♥ ◆❛✜♦♥✳ ▲♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❜✉♥✲
❞❧❡s ♦❢ ❧♦❝❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬❘✉❜❛t❛t ✷✵✵✹❪
✐♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛✈✐t✐❡s ❜✉t ❜❡t✇❡❡♥ ✜❜r✐❧❧❛r ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡② ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢
◆❛✜♦♥ ❛s ❛ ♠✐①t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♣❤❛s❡s ❛♥❞ ♦r❞❡r❡❞ ♣❤❛s❡s✳
▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙❝❤♠✐❞t✲❘♦❤r ❛♥❞ ❈❤❡♥ ❬❙❝❤♠✐❞t✲❘♦❤r ✷✵✵✽❪✳
❚❤❡② ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♣♦♣✉❧❛r ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞✲
❡❧s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✲❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧ts s✉❣✲
❣❡st ❛ ♥❡✇ ♣✐❝t✉r❡ ♥❛♠❡❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇❛t❡r✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ♠❛❞❡ ✉♣
♦❢ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇❛t❡r ❝❤❛♥♥❡❧s ✭❝②❧✐♥❞❡rs✮ ♦❢ ∼✷✳✹ ♥♠ ❞✐❛♠❡t❡r ✇✐t❤ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✐❞❡ ❣r♦✉♣s
♣♦✐♥t✐♥❣ ✐♥✇❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❧♦❝❛❧❧②
♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ✐♥✈❡rt❡❞ ♠✐❝❡❧❧❡s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✮✳ ❚❤❡
❝②❧✐♥❞❡rs ❛r❡ ❛♣♣❛r❡♥t❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐❝❛❧ ❜❛❝❦❜♦♥❡ s❡❣♠❡♥ts
❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♣♦❧②♠❡r✳
❘❡❝❡♥t❧②✱ ❊❧❧✐♦tt ❡t ❛❧✳ ❬❊❧❧✐♦tt ✷✵✶✶❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡s ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠❡s♦s❝❛❧❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ✭❉✐ss✐♣❛t✐✈❡ P❛rt✐❝❧❡ ❉②♥❛♠✐❝s ✭❉P❉✮✮✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠♦st ♣❧❛✉s✐❜❧❡
♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ❜❛❝❦✲
❜♦♥❡ ❝❤❛✐♥s✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ◆❛✜♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❝♦♥❢♦r♠ t♦ ❛♥② ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s r❡t❛✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✐♦♥✐❝
❛❣❣r❡❣❛t❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝❧✉st❡r✲♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ✜❜r✐❧❛r ♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t r❡❥❡❝ts t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
❡①t❡♥❞❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞r❛✇ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉s✐♥❣ str✉❝✲
t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❞❡✈✐s❡❞ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ❙❆❳❙ ❞❛t❛✳ ❚❤❡② ❛r❣✉❡ t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦❢
✷✳✷✳ ◆❛✜♦♥ ♣♦❧②♠❡r✿ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥❛♥♦✲♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ ✶✾
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ P❛r❛❧❧❡❧ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ✇❛t❡r ♥❛♥♦❝❤❛♥♥❡❧s✳ ✭❛✮ ❚♦♣ ❛♥❞ s✐❞❡ ✈✐❡✇
♦❢ ❛ ✐♥✈❡rt❡❞ ♠✐❝❡❧❧❡ ❝②❧✐♥❞❡r❀ ✭❜✮ ❙❡✈❡r❛❧ ❝②❧✐♥❞❡rs ♣❛❝❦✐♥❣❀ ✭❝✮ ❈②❧✐♥❞r✐✲
❝❛❧ ✇❛t❡r ❝❤❛♥♥❡❧s ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ◆❛✜♦♥ ❝r②st❛❧❧✐t❡s ✭✇❤✐t❡✮✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬❙❝❤♠✐❞t✲❘♦❤r ✷✵✵✽❪✳
s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝✉r✈❡ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❜✉t ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t②
❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ st❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ❞❡❜❛t❡ ❛❜♦✉t ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s
♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐♦♥♦♠❡r✬s ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s st✐❧❧ ♦♣❡♥✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❝♦♥tr♦✈❡rs② ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐❝ ❞♦♠❛✐♥s✱ s✉❝❤ ❛s
s✐③❡✱ s❤❛♣❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡♥s✉s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t
✐♦♥✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥ ❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥ ♣r❡s❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥
t❤❡✐r s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✇❡❧❧ ❛❝❝❡♣t❡❞ t❤❛t s✉❝❤ str✉❝t✉r❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ ♣r❡tr❡❛t♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡
❞✐❞ ♥♦t ❞✐s❝✉ss ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ ❤❡r❡
t❤❛t t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s s✇❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞✴♦r ❜♦✐❧✐♥❣ ✐♥ s♦❧✈❡♥ts✱ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ❛❞❞✐t✐♦♥
♦❢ ✇❛t❡r✱ ❞r②✐♥❣ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✴❛✐r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡s❡s st❡♣s✱ ❛✛❡❝ts t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r
♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ ◆❛✜♦♥
♣r♦♣❡rt✐❡s✳
✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②
✷✳✷✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥
❆s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦✱ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s st✉❞✐❡s ♦❢ ◆❛✜♦♥
♣♦❧②♠❡r ❛r❡ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ❝❧❛r✐❢② ❤♦✇ ❝❤❡♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❤②❞r❛t❡❞ ✐♦♥♦♠❡rs✱ ❛t t❤❡
♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧✱ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ✉❧t✐♠❛t❡❧②✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❛✐♠ ❛t s♦❧✈✐♥❣
t❤✐s ✐ss✉❡ ❛r❡ ✐♥ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤✐s
♠❡t❤♦❞✱ ❛ ◆❛✜♦♥ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐rt✉❛❧❧② r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉♥❞❡r s❡✈❡r❛❧
❡①t❡r♥❛❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✉r❡✮ ❛♥❞ ♣♦❧②♠❡r ❢❡❛t✉r❡s✱
s✉❝❤ ❛s ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs✱ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s✱ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t ✇❡✐❣❤t ✭❊❲✮✱ ✐♦♥♦♠❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭♦r ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✮✱ ❡t❝✳ ✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str✉❝t✉r❡s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞♦ ❡①❤✐❜✐t ♥❛♥♦♣❤❛s❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ♣♦❧②♠❡r ❛♥❞ ❛q✉❡♦✉s ♣❤❛s❡s ✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡✲
s✉❧ts✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ✇♦r❦s t❤❛t ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳
❱✐s❤♥②❛❦♦✈ ❛♥❞ ◆❡✐♠❛r❦ ❬❱✐s❤♥②❛❦♦✈ ✷✵✵✶❛✱ ❱✐s❤♥②❛❦♦✈ ✷✵✵✶❜❪ ✇❡r❡ ♣✐♦♥❡❡rs
✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❡❞ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡s✳ ❚❤❡ ❛✉✲
t❤♦rs ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥✐t❡❞✲❛t♦♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♠♦♥♦♠❡rs ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❑✰ ❛s
❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✳ ❚❤❡② st✉❞✐❡❞ ✇❛t❡r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ◆❛✜♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✲
t❡r ❝♦♥t❡♥ts ✭✺✳✵✱ ✶✷✳✺ ❛♥❞ ✶✼ ✇t%✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❢♦r λ ∼ ✽✳✼✮✳
❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✱ ✇❛t❡r ❝❧✉st❡rs ❞♦ ♥♦t ❢♦r♠ ❛ st❛❜❧❡ ❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s s✉❜♣❤❛s❡✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ s❤♦rt ❧✐✈❡❞ ❜r✐❞❣❡s✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❛❧
♣✐❝t✉r❡ ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛✉t❤♦rs ✇❤♦ ❢♦✉♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛q✉❡♦✉s ♣❤❛s❡ ❢♦r λ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✽ ❬❉❡✈❛♥❛t❤❛♥ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤✐s ♣❡❝✉❧✐❛r r❡s✉❧t
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤♦rt ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ ✉♥✐ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡✐r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬❊✐❦❡r❧✐♥❣ ✷✵✵✾❪✳
❙❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ◆❛✜♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❜② s✐♠✐❧❛r ❛t♦♠✲
✐st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬❆❧❧❛❤②❛r♦✈ ✷✵✵✾✱ ❉❡✈❛♥❛t❤❛♥ ✷✵✵✼❛❪✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡♠ r❡♣♦rt❡❞ ❛ str♦♥❣
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛t❡r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✳ ❆t ❧♦✇ ✇❛t❡r
❝♦♥t❡♥t✱ ♦♥❧② ✐s♦❧❛t❡❞ s♠❛❧❧ ✇❛t❡r ❝❧✉st❡rs ✇❡r❡ ❢♦r♠❡❞✳ ❆s t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t ✐♥✲
❝r❡❛s❡❞✱ ✐t ❜❡❝❛♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❛ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢♦r♠❡❞
❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧✉st❡r ❬❈✉✐ ✷✵✵✼❪✳ ❱❡♥❦❛t♥❛t❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬❱❡♥❦❛t♥❛t❤❛♥ ✷✵✵✼❪ ❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞
t❤❛t ✇❛t❡r ♥❡t✇♦r❦ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❜❡t✇❡❡♥ λ = 5 ❛♥❞ ✻✳ ❈❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥
✷✳✷✳ ◆❛✜♦♥ ♣♦❧②♠❡r✿ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥❛♥♦✲♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ ✷✶
t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ♠♦❜✐❧❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ s♦ t❤❛t
tr❛♥s✐❡♥t s♣❛♥♥✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ❢♦r♠ ❛♥❞ ❞✐s❛♣♣❡❛r✳ ❆t ❤✐❣❤ ❤②❞r❛t✐♦♥✱ s♣❛♥♥✐♥❣ ❝❧✉st❡r
♣❡r♠❡❛t❡s t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛♥❞ ❝r❡❛t❡s ✇❛t❡r ❝❤❛♥♥❡❧s✳
❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r ❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ ◆❛✜♦♥ str✉❝t✉r❡ ✇❛s ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤r♦✉❣❤
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❯r❛t❛ ❡t ❛❧✳ ❬❯r❛t❛ ✷✵✵✺❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t s✉❧✲
❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇✐t❤✐♥ s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ ✹✳✻✲✼✳✼ ➴ ✱ ❞❡s♣✐t❡ ❡❧❡❝tr♦✲
st❛t✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✲
❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛q✉❡♦✉s ♣❤❛s❡ ❜r✐❞❣✐♥❣ t❤❡ s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞
❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♥❡❛r ❍✸❖
✰ ❛♥❞ ❙❖ ✕✸ ✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
s♦❧✈❛t✐♦♥✱ s❤♦✇s str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s♦❧✈❛t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ◆❛✜♦♥ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣♦♦r ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡ ❛t ❧♦✇ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✐s✱ ✐♥ ♣❛rt✱ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦♦r ❤②❞r❛t✐♦♥ ♦❢ ❍✸❖
✰
✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛♠♣❡rs ♣r♦t♦♥ tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡ ❛q✉❡♦✉s ♣❤❛s❡ ❬❈✉✐ ✷✵✵✼❪✳
❆♥♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❧❛r❣❡❧② ❡①♣❧♦r❡❞ ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦♥
◆❛✜♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❏❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬❏❛♥❣ ✷✵✵✹❪ st✉❞✐❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t✇♦ s❛♠♣❧❡s ♦❢
❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❡✐❣❤t✱ ❜✉t ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♥♦♠❡r✐❝ s❡✲
q✉❡♥❝❡s✿ ❛ ✏❞✐s♣❡rs❡❞✑ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦✲
❜♦♥❡❀ ❛♥❞ ❛ ✏❜❧♦❝❦②✑ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
❜❛❝❦❜♦♥❡✳ ❚❤❡✐r ♠❛✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❜❧♦❝❦② ❣❡♦♠❡tr② ♣r❡s❡♥ts ❧❛r❣❡r ❞❡❣r❡❡
♦❢ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❝❛s❡ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❤②❞r❛t❡❞
t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦② ❝❛s❡✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ✇❛t❡r ❤❛s ❤✐❣❤❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦② ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❧❛r❣❡r ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳
❆❧❧❛❤②❛r♦✈ ❛♥❞ ❚❛②❧♦r ❬❆❧❧❛❤②❛r♦✈ ✷✵✶✶❪ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②s❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♦♥♦♠❡r ❛r❝❤✐✲
t❡❝t✉r❡s✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ◆❛✜♦♥✲❧✐❦❡ t♦ ✐♦♥♦♠❡r str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦♥❣ s✐❞❡
❝❤❛✐♥s ❛♥❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ s❡❣♠❡♥ts ✭t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ t✐♠❡s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ◆❛✜♦♥✮✳ ❚❤❡② ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t✇♦ ✐♦♥♦♠❡rs ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ s❡❣♠❡♥t ❧❡♥❣t❤s✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
✇❡✐❣❤t ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ ♣r♦t♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡
✇✐t❤ ❧♦♥❣❡r s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❧❛r❣❡r s✉❧❢♦♥❛t❡ ❝❧✉st❡rs ✇❤❡♥ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ s❤♦rt ❝❤❛✐♥✳ ❲❤❡♥ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❧❡♥❣t❤ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❡✐❣❤t✱ ❉❡✈❛♥❛t❤❛♥ ❡t
❛❧✳ ❬❉❡✈❛♥❛t❤❛♥ ✷✵✶✷❪ ❢♦✉♥❞ ♥♦ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♦r ❞②♥❛♠✐❝s
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts
✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②
❬❑r❡✉❡r ✷✵✵✽❪✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛t♦♠✐st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧❧ s✉♣♣♦rt t❤❡ s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛ ♦❢ ✐rr❡❣✉❧❛r❧② s❤❛♣❡❞
✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡rs ♦❢ s✉❧❢♦♥✐❝ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ✇❛t❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② s♠❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐♦✉s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛r❡ ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① s✐③❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t♦♠✐st✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡
t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ s✐③❡✱ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❝❧✉st❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦✲
t✐✈❛t❡s s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs t♦ ✉s❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛t♦♠✐st✐❝ ♦♥❡s✳ ❖♥❡
♦❢ t❤❡♠ ✐s t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥ ▼❉ ✭❈●▼❉✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❉♦r❡♥❜♦s ❡t ❛❧✳
❬❉♦r❡♥❜♦s ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❡✐❣❤t ♦♥ ♣♦r❡s ♠♦r✲
♣❤♦❧♦❣②✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❡✐❣❤t ✇❛t❡r ❝❧✉st❡rs ❜❡❝♦♠❡ ❧❛r❣❡r
❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢✉rt❤❡r ❛♣❛rt✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ✇❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥✳
▼❛❧❡❦ ❡t ❛❧✳ ❬▼❛❧❡❦ ✷✵✵✽❪ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❈●▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞
t❤❛t ◆❛✜♦♥ str✉❝t✉r❡s ❡①❤✐❜✐t s♣♦♥❣❡✲❧✐❦❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s✳ ❙✐③❡s ♦❢ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥s
✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✸ ♥♠ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s✇❡❧❧✐♥❣✳ ❆t ❧♦✇ ✇❛t❡r
❝♦♥t❡♥t✱ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ r♦✉❣❤❧② s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣♦♦r❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❆t ❤✐❣❤❡r
✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✱ t❤❡② ❝♦♥✈❡rt ✐♥t♦ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛t λ ∼ 4✳ ❋♦r ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ ✹✱ t❤❡② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛q✉❡♦✉s ♣❛t❤✇❛②s ❢♦r ♣r♦t♦♥ ❛♥❞
✇❛t❡r tr❛♥s♣♦rt✳
❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❑♥♦① ❛♥❞ ❱♦t❤ ❬❑♥♦① ✷✵✶✵❪✱
✇❤♦ ❡①❛♠✐♥❡❞ s✐① ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✐✳❡✳ ❝❧✉st❡r✲❝❤❛♥♥❡❧✱
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r✱ ❧❛♠❡❧❧❛r✱ r♦❞ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞ ❛ ✏r❛♥❞♦♠✑ ♠♦❞❡❧ ✭s♦♠❡
♦❢ t❤❡♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✮✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡② ❛♣♣❧✐❡❞ ❢✉❧❧②
❛t♦♠✐st✐❝ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s q✉✐t❡ ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡✐r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡✈❡❛❧ ❢❛st
✐♥t❡r❝❧✉st❡r ❜r✐❞❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ s②st❡♠s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡s❡ ❜r✐❞❣❡s ❛♥❞ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❡r✲
❝♦❧❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t✱ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❡①❝❡♣t❡❞
t❤❡ ✏r❛♥❞♦♠✑ ♦♥❡✱ ❡①❤✐❜✐t s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❞❡s♣✐t❡
t❤❡✐r ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡✐r ✇♦r❦ s✉♣♣♦rts t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❝❛t✲
t❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ❛❧♦♥❡ ✐♥ ❡❧✉❝✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❙❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
✷✳✷✳ ◆❛✜♦♥ ♣♦❧②♠❡r✿ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥❛♥♦✲♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ ✷✸
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧s♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❧♦✇ ♦r❞❡r str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❤②✲
❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r tr❛♥s♣♦rt ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ♦♥❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡②
❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t
r❡q✉✐r❡ q✉❛♥t✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①✐sts✱ s✉❝❤ ❛s str✉❝t✉r❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r♦t♦♥s
❬❑r❡✉❡r ✷✵✵✵❪✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ♣r♦t♦♥
tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥s✐❞❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞✐❡s✳
✷✳✷✳✹ ❲❛t❡r ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✇✐t❤✐♥ ◆❛✜♦♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝
❞♦♠❛✐♥s
❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ ✇✐t❤✐♥
◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❝♦♥s❡♥s✉s ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❡✣❝✐❡♥t tr❛♥s♣♦rt ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞
♦♥❧② ✇❤❡♥ ◆❛✜♦♥ ✐s ❤②❞r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✐s str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ✇❛t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❖♥❝❡
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ♣❤❛s❡s ❛r❡ s✇❡❧❧❡❞ ❜② ✇❛t❡r s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡✱ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r ✇❛t❡r tr❛♥s♣♦rt ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❬❑r❡✉❡r ✷✵✵✵❪✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢
t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦❧②♠❡r✴✇❛t❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧❧② ✐♠♣❛❝t ✇❛t❡r ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt✳ ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ✇♦r❦s
❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r✴✇❛t❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡
str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ ✇❛t❡r ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r✲
❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛s❦❡❞ ✐s ❤♦✇ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❜♦t❤ ✇❛t❡r ❛♥❞ ♣r♦t♦♥
✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✇❛t❡r ✉♣t❛❦❡ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
s❤❛♣❡✱ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✇❛t❡r✴♣♦❧②♠❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❚❤❡ ✇❛t❡r ✉♣t❛❦❡ ❛❧t❡rs ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❛❝❦✐♥❣ ✭❙❖ ✕✸ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣②
♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ✇❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❩❤❛♦
❡t ❛❧✳ ❬❩❤❛♦ ✷✵✶✶❪✱ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❛t❡r s♦r♣t✐♦♥ ❞✐sr✉♣ts ❙❖ ✕✸ ♣❛❝❦✐♥❣ t❤❛t t❡♥❞s t♦ ❜❡
✐♥t❡r❞✐❣✐t❛t❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡ ✇❛t❡r ❝r❡❛t❡s ❢r❡❡
✈♦❧✉♠❡✱ ❛s ✐t ♣✉s❤❡s ✉♣♦♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♠❛tr✐① t♦ ❛❧❧♦✇ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t❡r
t❤❡ ❢r❡❡ ✈♦❧✉♠❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐s ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❆s ♠♦r❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❛❜s♦r❜❡❞✱
t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✇✐t❤ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t s❤♦✇s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t λ = 4✱
✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②
✇❤✐❝❤ t❤❡② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❤②❞r❛t✐♦♥
s❤❡❧❧ ♦❢ t❤❡ s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞s ❛♥❞ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❤②❞r❛t✐♦♥ s❤❡❧❧ ❛♥❞
s✉❜s❡q✉❡♥t ❤②❞r❛t✐♦♥ s❤❡❧❧s✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦❡r ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❧❢♦♥✐❝
❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤②❞r❛t✐♦♥ s❤❡❧❧ ♣❡r♠✐t ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✳ ❆❧s♦✱
t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ❞✉❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ❛♣♣❡❛rs t♦
❜❡ ♠♦r❡ ❢✉❧❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ✇❛t❡rs ♣❡r s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❛r❡ s♦r❜❡❞✳
❆t ❧❛r❣❡ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ❝❤❛♥❣❡s✱ ❢♦r♠✲
✐♥❣ ❛ ❜✉❧❦✲❧✐❦❡ ✇❛t❡r ✐♥ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✇❛✲
t❡r✴♣♦❧②♠❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♣❡♥❞❛♥t s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❧❢♦♥✐❝
❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s s✉❜♠❡r❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛q✉❡♦✉s ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ st❡❛❞✐❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡✴✇❛t❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦✇❛r❞ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ❬❑✐♠ ✷✵✵✸❪ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥t♦
t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s✿ ✏❢r❡❡ ✇❛t❡r✑✱ ✇❛t❡r t❤❛t ✐s ♥♦t ✐♥t✐♠❛t❡❧② ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥
❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❜✉❧❦ ✇❛t❡r❀ ✏❧♦♦s❡❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✇❛t❡r✑ ✇❛t❡r t❤❛t ✐s ✇❡❛❦❧② ❜♦✉♥❞ t♦
t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥❀ ❛♥❞ ✏❜♦✉♥❞❡❞ ✇❛t❡r✑✱ ✇❛t❡r t❤❛t ✐s str♦♥❣❧② ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s✳
❯r❛t❛ ❡t ❛❧✳ ❬❯r❛t❛ ✷✵✵✺❪ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛t ❤✐❣❤ ❤②❞r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❤♦rt r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
❜♦✉♥❞ ✇❛t❡r r❡✈❡❛❧s t❤❛t ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝❛♥ ❢r❡q✉❡♥t❧② ♠♦✈❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s✉❧❢♦♥✐❝
❣r♦✉♣s ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ t❤❡✐r st❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❢r❡❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳
❙❡❧✈❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬❙❡❧✈❛♥ ✷✵✶✶❪ ✉s❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇❛t❡r ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s✲
♣♦rt ✐♥ ❤✐❣❤❧② ❛❝✐❞✐❝ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥✜♥❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤r❡❡ ❢❛❝t♦rs
❝♦♥tr♦❧ ♠♦st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐♥ ◆❛✜♦♥✿ ❛❝✐❞✐t②✱
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❲❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❝✐❞✐t②✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ♠♦❧❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
♦❢ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐✈✐t② ♦❢ ✇❛t❡r s❤♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❈♦♥✜♥❡✲
♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❛❝✐❞✐t② ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❧♦✇ ✇❛t❡r ❞②♥❛♠✐❝s ❬❑✐♠ ✷✵✵✸❪✳
❆❝✐❞✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t t♦❣❡t❤❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐✛✉s✐✈✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✲
✐t② ❧♦✇❡rs t❤❛t ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐✛✉s✐✈✐t② t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛✉s✐✈✐t② t❤r♦✉❣❤ ❛ ✇❡❧❧✲✉♥❞❡rst♦♦❞
♣❡r❝♦❧❛t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
❚❤❡ st❛t❡ ♦r ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ❛❞s♦r❜❡❞ ✐♥ ◆❛✜♦♥ ❤❛s ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥
t❤❡ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ Pr♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢
s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣ ✭−SO3H✮✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t
♦♥❧② ✷✲✸ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♣❡r s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ♣r♦t♦♥ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
✷✳✷✳ ◆❛✜♦♥ ♣♦❧②♠❡r✿ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥❛♥♦✲♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ ✷✺
❢r♦♠ SO3H ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✻ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞✱ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦t♦♥
❢r♦♠ t❤❡ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❛♥✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❬P❛❞❞✐s♦♥ ✷✵✵✸❪✳ ❆❢t❡r ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r
♦❢ ♣r♦t♦♥s ✭s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡✮ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥✲
❜✉❧❦ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ str✉❝t✉r❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ●r♦tt❤✉s
♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ■♥ s❤♦rt✱ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤r❡❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✿ ✐✮
s✉r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ❛t ✐♦♥♦♠❡r✴✇❛t❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐✐✮
●r♦tt❤✉ss ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ♣♦r❡s ✭❜✉❧❦✲❧✐❦❡ ✇❛t❡r✮
❛♥❞ ✐✐✐✮ ✈❡❤✐❝✉❧❛r ❞✐✛✉s✐♦♥✱ t❤r♦✉❣❤ ♣r♦t♦♥✲❝❛rr②✐♥❣ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❍✸❖
✰ ✮ ❬❈❤♦✐ ✷✵✵✺❪✳
❑r❡✉❡r ❡t ❛❧✳ ❬❑r❡✉❡r ✷✵✵✽❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦t♦♥ ♠♦❜✐❧✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠
✐s ♠❛✐♥❧② ✈❡❤✐❝✉❧❛r ❛t ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❤②❞r❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ✐ts ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❧♦✇❧②
✇✐t❤ ✇❛t❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ λ ❛r♦✉♥❞ ✶✵✲✶✸✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ✇❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥
✈❛❧✉❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❞❞❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ●r♦tt❤✉ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ●r♦tt❤✉ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠
✐♥ ❛♥ ❛q✉❡♦✉s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♥ ❡①❝❡ss ♣r♦t♦♥s✲tr❛♥s❢❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥
❜♦♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r♠❡❞ ❜② ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ t❤❛t t❤✐s ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦t♦♥ s♦❧✈❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❩✉♥❞❡❧
✐♦♥ ✭❍✺❖
✰
✷ ✮ ❛♥❞ ❊✐❣❡♥ ✐♦♥ ✭❍✾❖
✰✮ ❬❑r❡✉❡r ✷✵✵✹❪✳ ❆❧s♦✱ str♦♥❣ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞✐♥❣ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♣r❡❝✉rs♦r ♦❢ ♣r♦t♦♥✲tr❛♥s❢❡r r❡❛❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt
❛❧s♦ r❡q✉✐r❡s r❛♣✐❞ ❜♦♥❞ ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
♦❝❝✉r ✐♥ ✇❡❛❦❧② ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞❡❞ s②st❡♠s✳ ❚❤✉s✱ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞✐♥❣ ❤❛✈❡
❧♦♥❣ ❜❡❡♥ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ❬❑r❡✉❡r ✷✵✵✵❪✳
❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r② ✭❉❋❚✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ s❤♦rt s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s
✐♥ t❤❡ ❤②❞r❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
✇❡❛❦❧② ❜♦✉♥❞ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ❬❘♦✉❞❣❛r ✷✵✵✻❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♠♦t❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ❛❧♦♥❣
♠✐♥✐♠❛❧❧② ❤②❞r❛t❡❞ ❛rr❛②s✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r♦✉♣s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜✉t
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡② s❤♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✢❡①✐❜❧❡✳ ❙♣♦❤r ❡t ❛❧✳ ❬❙♣♦❤r ✷✵✵✷❪
❛♥❛❧②s❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r♦t♦♥ ❝♦♥✲
✜♥❡♠❡♥t ✐♥ ♣r♦t♦♥✲❝❛rr②✐♥❣ ❝❧✉st❡r ♥❡❛r ❙❖ ✕✸ ✳ ❚❤❡② ❧✐st t❤r❡❡ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡
♣r♦t♦♥ tr❛♥s❢❡r✿ ❝❤❛r❣❡ ❞❡✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s❀ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♠♦t✐♦♥s ♦❢
❙❖ ✕✸ ❛♥❞ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s✱ ❛♥❞ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✳
✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②
✷✳✸ P❊▼❋❈ ❈❛t❛❧②st ▲❛②❡r
✷✳✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts
❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❛ P❊▼ ❋✉❡❧ ❈❡❧❧ ✐s t❤❡ ▼❡♠❜r❛♥❡ ❊❧❡❝tr♦❞❡ ❆ss❡♠❜❧② ✭▼❊❆✮✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✭❛♥♦❞❡ ❛♥❞ ❝❛t❤♦❞❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❈❛t❛❧②st ▲❛②❡r ✭❈▲✮ ❛♥❞ t❤❡ ●❛s ❉✐✛✉s✐♦♥
▲❛②❡r ✭●❉▲✮✳ ❚❤❡ ❈▲ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❧❛②❡r ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵ µ♠ ✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss ✇❤❡r❡ t❤❡
❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡s ❤②❞r♦❣❡♥ ❛♥❞ ♦①②❣❡♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②✱ ❤❡❛t✱ ❛♥❞ ✇❛t❡r✳ ❚❤❡
r❡❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❛♥♦❞❡ ❛♥❞ ❝❛t❤♦❞❡ ❈▲ ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❍②❞r♦❣❡♥
❖①✐❞❛t✐♦♥ ❘❡❛❝t✐♦♥ ✭❍❖❘✮ ❛♥❞ t❤❡ ❖①②❣❡♥ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❘❡❛❝t✐♦♥ ✭❖❘❘✮✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢✲❝❡❧❧
r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s
H2 −→ 2H+ + 2 e− ❍❖❘
O2 + 4H
+ + 4 e− −→ 2H2O ❖❘❘
❚❤❡ r❡❛❝t❛♥t ❣❛s❡s ✭❡✳❣✳ ❍✷✱ ❖✷✮✱ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥s✐❞❡ ❈▲✱ r❡❛❝t ♦♥
t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡✳ ❇♦t❤ ❍❖❘ ❛♥❞ ❖❘❘ ♦❝❝✉r ✈✐❛ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
r❡❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❍❖❘ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✷ ♦♥t♦ t❤❡ ❝❛t❛❧②st
s✉r❢❛❝❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ t♦
H+✳ ■♥ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ t❤❡ ❖❘❘ ❤❛s ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r t❤❡ ❛❞✲
s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❖✷ ❬❉❛♠❥❛♥♦✈✐❝ ✶✾✻✼❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦①②❣❡♥
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ♣❡r♦①✐❞❡ ❣r♦✉♣s✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠♦st t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ ❖❘❘ st❡♣s
❬❏❛❝♦❜ ✷✵✵✸✱ ❞❡ ▼♦r❛✐s ✷✵✶✶❜❪✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r♦①✐❞❡
❣r♦✉♣s✱ s✉❝❤ ❛s ❍✷❖✷✱ ❖❍ ❛♥❞ ❍❖✷✱ ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛t❛❧②st
✉s❡❞ ❬❞❡ ▼♦r❛✐s ✷✵✶✶❛❪✳
❚❤❡ r❛t❡s ♦❢ t❤♦s❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✲
✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❈▲ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❍❖❘
✷✳✸✳ P❊▼❋❈ ❈❛t❛❧②st ▲❛②❡r ✷✼
r❡❛❝t✐♦♥s ✐s ✈❡r② ❢❛st ❛♥❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ♠❛ss✲tr❛♥s❢❡r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡
♦♣❡r❛t✐♥❣ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ r❡❛❝❤❡s ❤✐❣❤ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❖❘❘ ✐s
♠✉❝❤ s❧♦✇❡r ❛♥❞ ✐s t❤❡ ♠♦st r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❝❡❧❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡
t②♣❡ ♦❢ ❝❛t❛❧②st ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡s✳ ❚❤❡
❝❛t❛❧②st ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t✐♥❣ ❍❖❘ ❛♥❞ ❖❘❘ r❡❛❝t✐♦♥s ✐s t❤❡ ♣✉r❡ ♣❧❛t✐♥✉♠✳
❚❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❧❛t✐♥✉♠ r❡q✉✐r❡❞ ❛s ❛ ❝❛t❛❧②st✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✐♥ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ ✐s ♦♥❡ ♦❢ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛t✐♥✉♠ ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❛❧s ✭❡✳❣✳ Pt◆✐✱ Pt❈♦✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤♦✉❣❤t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡
❝♦sts ✇✐t❤♦✉t ❧♦s✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❬❙t❛♠❡♥❦♦✈✐❝ ✷✵✵✼❪✳
❚❤❡ ❖❘❘ ❛♥❞ ❍❖❘ ❛r❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❢♦✉♥❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢❡✇ ❛♥❣str♦♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡✳ ❆s ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇ ✐♥ ❢✉♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str②✱ ❡❧❡❝tr♦❞❡✴❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
♣❤❛s❡ ✭❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❝t❛♥t ♣❤❛s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❵s♦❧✉t✐♦♥✬ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ r❡❛❝t❛♥ts ❛♥❞ r❡❛❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s✮✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ✭❊❉▲✮ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥s✴♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❊❉▲ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥✴♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ r❡❛❝t❛♥t ♣❤❛s❡✳ ❆t s♦♠❡ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r ✐♥ r❡❛❝t❛♥t ♣❤❛s❡✱ ❊❉▲ r❡♠❛✐♥s
♥♦t ❢✉❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ❬❩❡♠❜❛❧❛ ✷✵✵✹❪✳ ❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ ❊❉▲
♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛t t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t✐❡s ♦❢ ❝❛t❛❧②st
s✉r❢❛❝❡ t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❛❧②st
✉s❡❞ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ tr❛♥s♣♦rt ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r r❡❛❝t❛♥ts ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝ts ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠✴t♦
❝❛t❛❧②t✐❝ s✐t❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ❤✐❣❤ ❝❛t❤♦❞❡ ❈▲ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭s✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ ❛♥♦❞❡
❈▲✮ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥✿ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ♣r♦t♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ t♦ t❤❡ ❝❛t❛❧②st❀ ❡❧❡❝tr♦♥
❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦❧❧❡❝t♦r t♦ t❤❡ ❝❛t❛❧②st❀ r❡❛❝t❛♥t ❣❛s❡s ❢r♦♠ ❣❛s ❝❤❛♥♥❡❧s
t♦ t❤❡ ❝❛t❛❧②st❀ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ✇❛t❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
♠❡❡t ❛❧❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣♦r❡s ♣❤❛s❡ ❢♦r ❣❛s
❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♣❤❛s❡ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣❛t❤ ❢♦r ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ❛r❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❈▲✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❈▲
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✳
✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②
✷✳✸✳✷ Pt✲❜❛s❡❞ ❈❛t❛❧②st ❧❛②❡r✿ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡
❚❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str✉❝t✉r❡ t♦ s❛t✐s❢② ❛❧❧ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r
✭❈▲✮ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✱ ❞r✐✈❡s t❤❡ q✉❡st ❢♦r ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥s ❬▲✐tst❡r ✷✵✵✹❪✳ ❙✉❝❤
❞❡s✐❣♥s ❛tt❡♠♣t t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ♠❡❞✐❛✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡
tr❛♥s♣♦rt ❧♦ss❡s ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❝❛t❛❧②st ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉s❡❞ ❛♥❞
❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❈▲ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳
❚❤❡ ✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❈▲ ❢♦r P❊▼ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s ❝♦♥s✐st❡❞ ♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥❡
♣♦✇❞❡r ♦❢ ♣❧❛t✐♥✉♠ ✇✐t❤ ❣♦♦❞ ❝❛t❛❧②t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭Pt ❜❧❛❝❦✮✱ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♣♦❧②t❡✲
tr❛✢✉♦r♦❡t❤②❧❡♥❡ P❚❋❊ ✭❚❡✢♦♥✮ ❛s ❛ ❜✐♥❞❡r ❬❲✐❧s♦♥ ✶✾✾✺❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❈▲
❞❡♠♦♥str❛t❡s ❡①❝❡❧❧❡♥t ❧♦♥❣✲t❡r♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ✐t ✐s ❡①❝❡ss✐✈❡ ❝♦st❧② ❞✉❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣❧❛t✲
✐♥✉♠ ❧♦❛❞✐♥❣s ✭✹ ♠❣✴❝♠2✮✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣✉r❡ Pt
❜❧❛❝❦ ✇❛s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛r❜♦♥ s✉♣♣♦rt❡❞ Pt ❝❛t❛❧②sts✱ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞
t❤❡ Pt ❧♦❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✹ ♠❣✴❝♠2 ❞♦✇♥ t♦ ✵✳✹ ♠❣✴❝♠2✳ ❆ ♠❛❥♦r ❛❞✈❛♥❝❡ ❝❛♠❡ ✇✐t❤ t❤❡
❈▲ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ♣❛t❡♥t❡❞ ❜② ❲✐❧s♦♥ ✐♥ ✶✾✾✸ ❬❲✐❧s♦♥ ✶✾✾✸❪✳ ■♥
t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ P❚❋❊ ✇❛s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ P❋❙❆ ✐♦♥♦♠❡r
✭◆❛✜♦♥✮✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛♥❞ t❤❡ ❈▲ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛t ❛❧♠♦st t✇✐❝❡
t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞✱ ❞✉❡ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❝❛t❛❧②st
❛❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ❢r♦♠ ✷✷ t♦ ✹✺✳✹%✳
❲✐❧s♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ❜❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ❈▲ ❞❡s✐❣♥✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ t❤✐♥✲✜❧♠
❈▲✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r❡♣❛r✐♥❣ ❝❛t❛❧②st ✐♥❦ ❜② ♠✐①✐♥❣ t❤❡
Pt✴❈ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②♠❡r ❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ❛♥❞ s♦❧✈❡♥t✳ ◆❡①t✱ t❤❡ ✐♥❦ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞
♦♥ ❛ ♣♦r♦✉s s✉♣♣♦rt ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❛t❛❧②st✲❝♦❛t❡❞ ❣❛s ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦❞❡✮ ♦r ♦♥ ❛
♠❡♠❜r❛♥❡ ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❛t❛❧②st✲❝♦❛t❡❞ ♠❡♠❜r❛♥❡✮✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ t❤✐♥✲✜❧♠ ❢❛❜r✐✲
❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❞✐✛❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❝❛t❛❧②st ✐♥❦ ✭❡✳❣✳ ✱ t②♣❡ ♦❢ s♦❧✈❡♥t✱
✐♦♥♦♠❡rs✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❦ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❲✐t❤♦✉t ❣♦✐♥❣ ✐♥t♦ ❞❡t❛✐❧s ✇❡ ❝❛♥ ♠❡♥✲
t✐♦♥ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡♥t❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡❝❛❧ tr❛♥s❢❡r✱ ❜r✉s❤ ♣❛✐♥t✲
✐♥❣✱ s♣r❛② ❝♦❛t✐♥❣✱ ❞♦❝t♦r ❜❧❛❞❡ ❝♦❛t✐♥❣✱ s❝r❡❡♥ ♣r✐♥t✐♥❣✱ ✐♥❦✲❥❡t ♣r✐♥t✐♥❣✱ ❛♥❞ r♦❧❧✐♥❣
❬▲✐tst❡r ✷✵✵✹✱ ❨✉ ✷✵✶✶✱ ❳✐❛♦ ✷✵✶✷❪✳
❆❧t❤♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❝❛♥ ❜❡
✷✳✸✳ P❊▼❋❈ ❈❛t❛❧②st ▲❛②❡r ✷✾
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❚❊▼ ✐♠❛❣❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ Pt✸❈r ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r
❛♥❞ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s ♣♦✐♥t t♦✿ ✭❆✮ t❤❡ Pt✸❈r ❛❧❧♦② ❝❛t❛❧②st
♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✹✲✶✷ ♥♠ ❞✐❛♠❡t❡r❀ ✭❇✮ ❝❛r❜♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ≈ 340 ♥♠ ❞✐❛♠❡t❡r❀
✭❈✮ r❡❝❛st ◆❛✜♦♥ ✐♦♥♦♠❡r ♥❡t✇♦r❦❀ ✭❉✮ ❝♦❛❧❡s❝❡❞ Pt✸❈r ♣❛rt✐❝❧❡s❀ ✭❊✮
s❡❝♦♥❞❛r② ♣♦r❡s✱ ✹✵✲✽✵ ♥♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r❀ ❛♥❞ ✭❋✮ ♣r✐♠❛r② ♣♦r❡s✱ < 17 ♥♠ ✐♥
❞✐❛♠❡t❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬❳✐❡ ✷✵✶✵❪✳
❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❈▲✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❈▲ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛
r❛♥❞♦♠ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str✉❝t✉r❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ ❝♦♠♣r✐s❡❞
♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡s ❞❡❝♦r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝❛t❛❧②st ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛ ♣r♦t♦♥✲
❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✐♦♥♦♠❡r✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦♣❡♥✲♣♦r♦✉s ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡
✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❜② ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭❚❊▼✮✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✼
❬❳✐❡ ✷✵✶✵❪✳ ■t s❤♦✇s ❛ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐♥✲✜❧♠ ❈▲
✇✐t❤ Pt✸❈r ❛❧❧♦② ❛s ❝❛t❛❧②st ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ✐♠❛❣❡ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♣❤❛s❡s
t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❈▲✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ Pt✸❈r ❛❧❧♦② ❝❛t❛❧②st ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ✹✲
✶✷ ♥♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ s✉♣♣♦rt ✭❛rr♦✇ ❆✮ ❛♥❞ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡❞ ✇✐t❤♦✉t
❝❛t❛❧②st s✉♣♣♦rts ✭❛rr♦✇ ❉✮✳ ❚❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✐s ❢♦✉♥❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛s ♥❡t✇♦r❦ ✭❛rr♦✇ ❈✮
❛♥❞ ❛s ♣❤②s✐❝❛❧ ❜✐♥❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✭❛rr♦✇ ❇✮✳ ❚❤❡ ♣♦r❡s✱
❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ♣r✐♠❛r② ✭< 17 ♥♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✮ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ✭✹✵✲✽✵ ♥♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✮✱
✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②
❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❚❊▼ ✐♠❛❣❡ s❤♦✇✐♥❣ Pt✴✐♦♥♦♠❡r✴❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❚❤✐s ✐♠❛❣❡
❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ ❛♥❞ Pt
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬▼♦r❡ ✷✵✵✻❪
❛r❡ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❛r❡❛s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❛rr♦✇s ❋ ❛♥❞ ❊ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ◆❛✜♦♥ ✐♦♥♦♠❡r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❈▲ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞
♥♦♥✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❛ ❤✐❣❤ s♣❛❝✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❚❊▼ ✐♠❛❣❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✲
✉r❡ ✷✳✽✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❡ ◆❛✜♦♥ ✐♦♥♦♠❡r ♣❤❛s❡ t❤❛t ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝❛r❜♦♥✲s✉♣♣♦rt❡❞
Pt✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▼♦r❡ ❡t ❛❧✳ ❬▼♦r❡ ✷✵✵✻❪✱ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s✿ ✇❡❧❧ ❞✐s♣❡rs❡❞ t❤✐♥ ✜❧♠ ❧❛②❡rs ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ s✉♣♣♦rts ❛♥❞
Pt ♣❛rt✐❝❧❡s❀ s❡♣❛r❛t❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡s ❛♥❞ Pt✴❈ ❛❣✲
❣❧♦♠❡r❛t❡s❀ ❛♥❞ r♦❞✲❧✐❦❡ ✜❜r✐❧s ❜r✐❞❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ Pt✴❈ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡s✳ ❆t t❤✐s ❧❡♥❣t❤
s❝❛❧❡✱ ◆❛✜♦♥ ✐♦♥♦♠❡r ♠❡❞✐❛t❡s t❤❡ ♣r♦t♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❛t❡r tr❛♥s♣♦rt ✐♥s✐❞❡ ♣♦r❡s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛❝t✐✈❡ ❝❛t❛❧②st s✐t❡s ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t
✐♥ r❡❛❝t❛♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❞✐✛✉s❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✜❧♠✳ ❚❤✐s ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❣r❡❛t❧②
❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✳
❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ◆❛✜♦♥ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛t❛❧②st✴❝❛r❜♦♥ ❛❣✲
❣r❡❣❛t❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ◆❛✜♦♥ ❧♦❛❞✲
✐♥❣✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ◆❛✜♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ Pt ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
✷✳✸✳ P❊▼❋❈ ❈❛t❛❧②st ▲❛②❡r ✸✶
♣r♦t♦♥ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✇✐t❤✐♥ ❈▲✱ ✐t ❡①✐sts ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❈▲ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ◆❛✜♦♥ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ■t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥ ◆❛✜♦♥ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s
❢r♦♠ ✵✳✷ t♦ ✶✳✼✺ ♠❣✴❝♠2✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♠♣r♦✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❜❡tt❡r
✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛t✐♥✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❞✐♠✐♥✐s❤❡❞ ❛t ❤✐❣❤ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥✲
s✐t✐❡s✱ ✇❤❡♥ ◆❛✜♦♥ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜❡②♦♥❞ ✷✳✵ ♠❣✴❝♠2 ✭✸✸ % ♦❢ ❈▲ ✇❡✐❣❤t✮✳ ❚❤✐s
✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♠❛ss✲tr❛♥s♣♦rt ❧♦ss❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡①❝❡ss ◆❛✜♦♥ ❝♦✉❧❞ ♦❜str✉❝t
r❡❛❝t❛♥t ❣❛s❡s ❞✐✛✉s✐♥❣✱ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ◆❛✜♦♥ s❡❣♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ r❡t❛✐♥ ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ ❈▲
❬P❛❣❛♥✐♥ ✶✾✾✻✱ ❙♦♥❣ ✷✵✵✶❪✳
❆ r❡❧❡✈❛♥t ❢❛❝t♦r t❤❛t ❝❛♥ ❞❡❡♣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❈▲ str✉❝t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐♥❦ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♦♥♦♠❡r ❛♥❞ s♦❧✲
✈❡♥ts✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ s♦❧✉❜✐❧✐③❡❞✱ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡❞
❢♦r♠s ❬❙❤✐♥ ✷✵✵✷❪✳ ■♥ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✑✱ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r t♦t❛❧❧② ❞✐ss♦❧✈❡s ❛♥❞
❢♦r♠s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t❡✳ ❚❤❡ s♦❧✈❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇❛t❡r ♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧✈❡♥t s✉❝❤
❛s ❡t❤②❧❡♥❡ ❣❧②❝♦❧✱ ✐s♦♣r♦♣❛♥♦❧✱ ❤❡①❛♥♦❧ ♦r ❣❧✐❝❡r♦❧ t❤❛t ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ ✐♥❦ ♣❛✐♥t❛❜✐❧✐t②
❬❈❤✉♥ ✶✾✾✽❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❤❛✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✐♦♥♦♠❡r ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❝♦✈❡rs ❝❛r❜♦♥ ♣❛r✲
t✐❝❧❡s✱ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ Pt ❛♥❞ ❝❛r❜♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✏❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠❡t❤♦❞✑
t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r✱
t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛t ❤✐❣❤ ❝✉rr❡♥t
❞❡♥s✐t✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡tt❡r ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ Pt ♣❛rt✐❝❧❡s
❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t Pt ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥ ❬▲✐♠ ✷✵✵✽❪✳
❙❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❈▲s✳ ❆ ❞❡✲
t❛✐❧❡❞ str✉❝t✉r❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ Pt✲❞❡❝♦r❛t❡❞ ❝❛r❜♦♥✱ ❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r ❞♦♠❛✐♥s✱ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t ♣❤❛s❡s✱ r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❧❡❛r✳ ❈♦♥s❡♥s✉s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛
t❤❛t ❈▲ ♣r❡s❡♥ts ❤✐❣❤❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s str✉❝t✉r❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢
❈▲ ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❈▲ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭✇❛t❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✮✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ❛t ♥❛♥♦ ❛♥❞ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ✐♥s✐❞❡ ❈▲ ❛♥❞
✐ts ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦♥ ✐♦♥♦♠❡r ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳
✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②
✷✳✸✳✸ ❍②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ❈❛t❛❧②st ▲❛②❡r
❚❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❛♥❞✴♦r ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡rs ✭❈▲✮ ♣❧❛②s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ✇❛t❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧✳ ❲❛t❡r ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❝❛t❤♦❞❡ ✈✐❛ t❤❡ ❖❘❘✱ ✐s ❢♦✉♥❞ ♣r✐♠❛r✐❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ✇❤❡♥ P❊▼ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧
♦♣❡r❛t❡s ✉♥❞❡r ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❧❡ss t❤❛♥ 80◦❈✮✳ ❘❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ❧✐q✉✐❞
✇❛t❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ♠✉st ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✱ ✇❤❡♥ ✇❛t❡r ✐♥ ❡①❝❡ss ✜❧❧s ✉♣ t❤❡ ♣♦r❡s✱ ❛♥❞
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♦❜str✉❝ts ❣❛s tr❛♥s♣♦rt✳ ❍②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦✉❧❞ ❧♦✇❡r t❤❡ r❛t❡ ♦❢
✇❛t❡r s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞✱ t❤✉s ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✇❛t❡r ✢♦♦❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡
s✐❞❡ ❬❨❛♥❣ ✷✵✶✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛t❡r ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❤✉♠✐❞✐❢② t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✐♥s✐❞❡ ❈▲✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇❛t❡r ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ❛✛❡❝t✐♥❣ ❈▲ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
❜② t❤❡ ✇❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ❈▲✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t② ♦❢ ❈▲ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② s✐♠♣❧②
❛❞❞✐♥❣ ❡①tr❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❡✳❣✳ ❞✐♠❡t❤②❧ s✐❧✐❝♦♥❡ ♦✐❧✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛t❛❧②st ✐♥❦ s♦❧✉t✐♦♥
❬▲✐ ✷✵✵✾✱ ▲✐ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝❛t❛❧②st s✉♣♣♦rt ✐s ❛❧s♦
✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t② ✭❡✳❣✳ ❱❯▲❈❆◆ ❝❛r❜♦♥ t②♣❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧❧②
❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✱ ✇✐t❤ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ∼ 90◦ ❬❑✐♥♦s❤✐t❛ ✶✾✽✽❪✮✳ ❉✉r✐♥❣ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t② ♦❢ ❈▲ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s ✐♠♣✉r✐t② ❡✛❡❝ts✳ ❱✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ ❈▲✱ ❨✉ ❛♥❞ ❩✐❡❣❧❡r ❬❨✉ ✷✵✵✻❪ s❤♦✇❡❞
t❤❛t t❤❡ ❈▲ ❤❛s ✐♥❞❡❡❞ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t②✳ ❚❤r♦✉❣❤ ♠✐❝r♦✲❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ s❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❊❙❊▼✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❈▲✳ ❆❧s♦✱ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤❡② ♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t②✱
❞❡s♣✐t❡ t❤❛t ❣❧♦❜❛❧❧② t❤❡ ❈▲ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✳
❆t t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❈▲ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t② ❜❡❝♦♠❡s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳
❈♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❈▲s s❡❣r❡❣❛t❡s ✐♥t♦
❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ r❡❣✐♦♥ ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② t❤❡
❝❛r❜♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡✱ ❛♥❞ s♦❧✈❡♥t✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s
❝❛t❛❧②st ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❛t❡r ❝❧✉st❡rs✱ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s✱ s♦❧✈❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s
❬▼❛❧❡❦ ✷✵✵✼✱ ▼❛❧❡❦ ✷✵✶✶❜❪✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✴♣❤♦❜✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ❝❛t❛❧②st ❛♥❞ ❝❛t❛❧②st✲
s✉♣♣♦rt ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
s❤♦✇♥ t❤❛t ❣r❛♣❤✐t✐③❡❞ ❝❛r❜♦♥ s❤❡❡ts ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❝❛r❜♦①②❧ ♦r ❝❛r❜②❧❛t❡ ❣r♦✉♣s
✷✳✹✳ ◆❛✜♦♥ ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✸✸
❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ✇❡tt✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❬▼❛s❤✐♦ ✷✵✶✵❪✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡
♦①✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ ❝❛t❛❧②st ❛♥❞ t❤❡ ❝❛t❛❧②st s✉♣♣♦rt ❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥
✭✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝❤❛♥❣❡s✮ ♦r ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
✭❧♦♥❣✲t❡r♠ ❝❤❛♥❣❡s✮✳
❚❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t② ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛s str♦♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❈▲ str✉❝t✉r❡✳ ▼❛❧❡❦ ❡t ❛❧✳ ❬▼❛❧❡❦ ✷✵✶✶❜❪ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r✲
❈▲ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❡tt❛❜✐❧✐t② ❛✛❡❝ts
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r✱ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ ✐ts t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡r❡ ✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t s✉r❢❛❝❡ ✇❡tt❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉♣t❛❦❡ ♦❢ ❢r❡❡ ✇❛t❡r✱ ❝❛✉s❡ ❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥
◆❛✜♦♥ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ❬❲♦♦❞ ✷✵✵✾❪✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲❛rt ♦❢ ◆❛✜♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠s ❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❛❧ s✉r❢❛❝❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥
✐♦♥♦♠❡r ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❛❝ts ♦♥ ❈▲ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s✳
✷✳✹ ◆❛✜♦♥ ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ✈❡r② ❢❡✇
st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ✐♦♥♦♠❡r ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ s♦❧✐❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡ s✉r❢❛❝❡s✳ ❋r♦♠
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✱ ♦♥❡ ✜♥❞s ♠✉❝❤ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥✲✜❧♠s ✐♥s✐❞❡ P❊▼❋❈ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r ✭❈▲✮✱ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✐♠♣❛❝t ♦♥ ♣r♦t♦♥ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ r❡❛❝t❛♥ts ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢
❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♦♥ ❝❛t❛❧②t✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ t❤✐♥✲✜❧♠s ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ ❡❧❡❝tr♦❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝ts ♦♥ ♣❤②s✐❝❛❧✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ❈▲
❛❝t✐✈✐t✐❡s✳
✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②
✷✳✹✳✶ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠s✿ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐♥✲✜❧♠s ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ ❡❧❡❝tr♦❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐✲
❣❛t❡❞✳ ❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ✐s ❛♥② ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛ss♦❝✐✲
❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♦r ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ s✉r❢❛❝❡
❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r s✉❝❤ ❡✛❡❝ts ♠✐❣❤t ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ▼❛
❡t ❛❧✳ ❬▼❛ ✷✵✵✼❪ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆❛✜♦♥ ✐♦♥♦♠❡r ❛♥❞
❝❛t❛❧②sts ♦r ❝❛r❜♦♥ s✉♣♣♦rts ❛t ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤r♦✉❣❤ ◆✉❝❧❡❛r ❘❡s♦♥❛♥❝❡
❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭◆▼❘✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠
s✉r❢❛❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❛✣♥✐t✐❡s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ ✇❛t❡r ✇✐t❤ ❝❛r✲
❜♦♥✱ Pt ❛♥❞ Pt❘✉✳ ❚❤❡✐r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇❡r❡ t❤❛t ◆❛✜♦♥ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❛✣♥✐t② t♦ ❝❛r❜♦♥
t❤❛♥ t♦ ♥♦❜❧❡ ♠❡t❛❧ ❝❛t❛❧②st✳ ❆❧s♦✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✇✐t❤ Pt❘✉ ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥
✇✐t❤ Pt✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ r✉t❤❡♥✐✉♠ s✐t❡s
✇✐t❤ ❝❤❡♠✐s♦r❜❡❞ ❤②❞r♦①✐❞❡ ❣r♦✉♣s✳
▼❛s✉❞❛ ❡t ❛❧✳ ❬▼❛s✉❞❛ ✷✵✵✾❪ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥
✜❧♠s ♦♥ ❛ ❤✐❣❤❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ♣②r♦❧②t✐❝ ❣r❛♣❤✐t❡ ✭❍❖P●✮ s✉r❢❛❝❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r❝❡
♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❆❋▼✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✜❧♠
✐♥✈♦❧✈❡s ✉♥❢♦❧❞✐♥❣✴❡①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♠✐❝❡❧❧❛r P❋❙❆ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❍❖P● s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ t❤r❡❡❢♦❧❞
s②♠♠❡tr②✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞s♦r❜❡❞ ✐♦♥♦♠❡r ❢♦r♠✲
✐♥❣ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❞♦♠❛✐♥s ✭♦r✐❡♥t❡❞ ❛t 60◦ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✮ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ❛❧✐❣♥❡❞ r✐❜❜♦♥✲❧✐❦❡ ✇✐r❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ ✇❤❛t t❤❡② ❢♦✉♥❞
✇❤❡♥ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❝❛r❜♦♥ s✉r❢❛❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❣❧❛ss② ❝❛r❜♦♥✳
❆❧s♦ ✈✐❛ ❆❋▼ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❑♦❡st♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬❑♦❡st♥❡r ✷✵✶✶❪ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❞✲
s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ◆❛✜♦♥ ❝❤❛✐♥s ❛t ❛ s❧♦✇ ❛♥❞ r❛♣✐❞ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡ ♦♥ ♠✐❝❛ ❛♥❞
❣r❛♣❤✐t❡ ✭❍❖P●✮ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛✉t♦❝❧❛✈❡ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs tr❛❝❡
t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡ t②♣❡ ♦❢ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❞s♦r❜❡❞ ◆❛✜♦♥ ❝❤❛✐♥s ❛r❡✿ ❛
❝♦❧❧❛♣s❡❞ s♣❤❡r❡ ✭❣❧♦❜✉❧❡✮✱ s❡❣♠❡♥t❡❞ r♦❞✱ ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❝♦✐❧✳
❊❛st♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬❊❛st♠❛♥ ✷✵✶✷❪ ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡
✐♦♥♦♠❡r ❛❞s♦r❜❡❞✳ ❚❤❡② ♠❡❛s✉r❡❞ t❤r♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❡ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲
✜❧♠s ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✷✵ t♦ ✷✷✵ ♥♠ ✇❤❡♥ ❡①♣♦s❡❞ t♦ ✇❛t❡r ✈❛♣♦✉r✳ ❚❤❡②
✷✳✹✳ ◆❛✜♦♥ ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✸✺
♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✜❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥t❡r❢❡r❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛♥♥❡r s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❡✳❣✳ ✇❛t❡r
✉♣t❛❦❡✱ s✇❡❧❧✐♥❣✱ ✇❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥✮✱ r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❤✉♠✐❞✐t②✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐❞❡♥✲
t✐❢② t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ❛r♦✉♥❞ ✻✵ ♥♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❜✉❧❦✲❧✐❦❡
t♦ ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♦♥♦♠❡r✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ✐s ❣r❡❛t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✜❧♠
t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❆❧s♦✱ t❤✐s ✇♦r❦ ❛❧❧✉❞❡s t♦ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ r❡❣✐♦♥
❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s✉❜str❛t❡✳
❲♦♦❞ ❡t ❛❧✳ ❬❲♦♦❞ ✷✵✵✾❪ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ♠✉❧t✐❧❛②❡r str✉❝t✉r❡s ♦❢ ♥❛✜♦♥ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t
✇✐t❤ s♠♦♦t❤ ✢❛t s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s s❤♦✇❡❞ s❡♣❛r❛t❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❛♥❞ ❤②✲
❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ◆❛✜♦♥ ❧❛②❡r ✇❤❡♥ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ✇✐t❤ s❛t✉r❛t❡❞
❉✷❖ ✈❛♣♦r✳ ❆♥② str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✢❛t s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ◆❛✜♦♥ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦
❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥s ❧②✐♥❣ ✢❛t ♦♥ t❤❛t s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ ❛♥② ❜✉❧❦ ◆❛✜♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❲❤❡♥ ◆❛✜♦♥ ✇❛s ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❛
❜❛r❡ Pt s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ◆❛✜♦♥ r❡❣✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❢♦r♠ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❛ Pt
✜❧♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛ Pt❖ ♠♦♥♦❧❛②❡r ✇❛s ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✇❛s
♣✉s❤❡❞ ♦✉t✇❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ✇❡r❡ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ Pt❖ s✉r❢❛❝❡✳
❚❤❡s❡ r❡str✉❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❡r❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛♥❞ str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧②♠❡r
❤②❞r❛t✐♦♥✳
❉✉r❛ ❡t ❛❧✳ ❬❉✉r❛ ✷✵✵✾❪ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ◆❡✉tr♦♥ ❘❡❢r❛❝t♦♠❡tr② ✭◆❘✮ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❙✐❖✷✱ ❆✉
❛♥❞ Pt s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❧❛♠❡❧❧❛r str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤✐♥ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐♥❣ ✇❛t❡r✲r✐❝❤ ❛♥❞ ◆❛✜♦♥✲r✐❝❤ ❧❛②❡rs ❡①✐st ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❙✐❖✷ ❛♥❞ t❤❡
❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠✉❧t✐❧❛♠❡❧❧❛r str✉❝t✉r❡s ❞♦ ♥♦t ❡①✐st ❛t t❤❡ Pt✴◆❛✜♦♥
♦r ❆✉✴◆❛✜♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❜✉t ❛ s✐♥❣❧❡ t❤✐♥ ❧❛②❡r r✐❝❤ ✐♥ ✇❛t❡r ♦❝❝✉rs ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
✇✐t❤ t❤❡s❡ ♠❡t❛❧✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❆✉ ❛♥❞ Pt s✉r❢❛❝❡s ❤❛✈❡ ❛
❧♦✇❡r ❛✣♥✐t② t♦ t❤❡ s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞✴✇❛t❡r ♣❤❛s❡ t❤❛♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❙✐✷❖ s✉r❢❛❝❡✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢
t❤❡ r✐❜❜♦♥✲❧✐❦❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ♦r ❧❛♠❡❧❧❛❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❜✉❧❦ ◆❛✜♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✜rst ◆❛✜♦♥✲r✐❝❤ ❧❛②❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❝❧♦s❡❧② ♣❛❝❦❡❞ r✐❜❜♦♥s ♦r
❧❛♠❡❧❧❛❡✱ ♦r✐❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❢❛❝❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❧❛②❡rs
♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✳
▼♦❞❡st✐♥♦ ❡t ❛❧✳ ❬▼♦❞❡st✐♥♦ ✷✵✶✷❪ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❤♦✇ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ◆❛✜♦♥ str✉❝✲
t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥❧② ✈✐❛ ✇❡tt✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠s
❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✭❖❚❙ ♣❛ss✐✈❛t❡❞ s✉❜str❛t❡s✮ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ✭❙✐❧✐❝♦♥ s✉❜✲
✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②
str❛t❡✮ s✉r❢❛❝❡s✱ ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤❛t ✐♥t❡r♥❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡s❡ ✜❧♠s
❤❛s ♦♥ ✇❛t❡r ✉♣t❛❦❡✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤✐♥ ✜❧♠s ❝❛st ♦♥ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉❜str❛t❡s r❡✲
s✉❧t ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r ❝❤❛♥♥❡❧s t❤❛t r❡t❛r❞s t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r
❢r♦♠ ❤✉♠✐❞✐✜❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✜❧♠s ♣r❡♣❛r❡❞ ♦♥ ❙✐❖✷ r❡s✉❧t ✐♥
✐s♦tr♦♣✐❝ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❞♦♠❛✐♥s✱ t❤✉s ❢❛✈♦✉r✐♥❣ ✇❛t❡r s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ s✇❡❧❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ♣♦❧②♠❡r✳
❇❛ss ❡t ❛❧✳ ❬❇❛ss ✷✵✶✶❪ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❣r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❙❆❳❙ ✭●■❙❆❳❙✮
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥ ✜❧♠s ♦♥ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✐❧❛♥✐③❡❞ ❙✐✳ ❚❤❡
❛✉t❤♦rs st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
♦❢ ◆❛✜♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❤❛s❡ ✭❡✳❣✳ ✈❛♣♦✉r ♦r ❧✐q✉✐❞ ✇❛t❡r✮✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ❡①♣♦s❡❞ t♦ ✇❛t❡r ✈❛♣♦✉r ✇❤❡r❡❛s
✐t ❜❡❝♦♠❡s ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥ ❧✐q✉✐❞ ✇❛t❡r✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs
❛ttr✐❜✉t❡❞ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ♠✐❝❡❧❧❡s✳ ■♥ ✈❛♣♦✉r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
◆❛✜♦♥ ♠✐❝❡❧❧❡ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ❛❧✐❣♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ✉♥❞❡r
✇❛t❡r t❤❡② ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡
s✉❜str❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♠✐❝❡❧❧❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡
s✉❜tr❛t❡✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠✐❝❡❧❧❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ♦♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝
♥❛t✐✈❡ ❙✐❖✷ ♦❢ ❙✐ s✉❜str❛t❡✱ t♦ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ♠✐❝❡❧❧❡s ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♦♥ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❈✶✽✲
❝❛♣♣❡❞ ❙✐ s✉❜str❛t❡✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠s ♠❛② ❛❧s♦ ❞✐❢✲
❢❡r ❢r♦♠ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♠❡♠❜r❛♥❡✳ P❛✉❧ ❡t ❛❧✳ ❬P❛✉❧ ✷✵✶✶❜✱ P❛✉❧ ✷✵✶✶❛❪ ❤❛✈❡
s❤♦✇❡❞ ❧♦✇❡r ♣r♦t♦♥ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤✐♥✲✜❧♠s ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ ❙✐✷❖✲t❡r♠✐♥❛t❡❞ s✉r❢❛❝❡
✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❜✉❧❦ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠s ✐♥ ❛❞s♦r❜❡❞ t❤✐♥ ✜❧♠s ♦❝❝✉rs ♠❛✐♥❧② ✈✐❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡✱ ✐♥ ❜✉❧❦ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡✱ ✐t ♦❝❝✉rs ♠❛✐♥❧② ✈✐❛ ●r♦tt❤✉ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡
str♦♥❣ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ ❧❡ss❡♥✐♥❣ ✇❛t❡r ❛❞s♦r♣t✐♦♥✳
■❞❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬■❞❡♥ ✷✵✵✽❪ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛r❜♦♥ s✉♣♣♦rts ♦♥ t❤❡
♣r♦t♦♥ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❢♦r ♣s❡✉❞♦✲❈▲ s❛♥❞✇✐❝❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡s✳ ❚❤❡②
❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣s❡✉❞♦ ❈▲s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ s✉♣♣♦rt t❤❛t ❤❛❞ ❧♦✇❡r s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❛♥❞
❧♦✇❡r s✉r❢❛❝❡ ❣r♦✉♣s s❤♦✇❡❞ ❤✐❣❤❡r ♣r♦t♦♥ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❙✐r♦♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬❙✐r♦♠❛ ✷✵✵✾❪
❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ❧✐❦❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t ♦♥ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ❛ ❞r② ♠❡♠❜r❛♥❡ ❤❛s ❛
✷✳✹✳ ◆❛✜♦♥ ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✸✼
❧♦✇ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ❛♣♣❛r❡♥t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛ t❤✐♥ ✜❧♠
❞♦❡s ♥♦t ❛❜s♦r❜ s✉✣❝✐❡♥t ✇❛t❡r✳
✷✳✹✳✷ ■♦♥♦♠❡r ❛❞s♦r♣t✐♦♥✿ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r ❛❝t✐✈✐t②
◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠s ❝♦❛t✐♥❣ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡s ✐♥ P❊▼❋❈ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❖❘❘ ❛♥❞ ❍❖❘✮✳ ❙♦♠❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s s✉❣❣❡st t❤❛t ◆❛✜♦♥ ❝♦✉❧❞ ❛❞s♦r❜ ♦r ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❝❛t❛✲
❧②st s✉r❢❛❝❡s ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ✭❊❉▲✮ str✉❝t✉r❡ ❬❏✐❛♥❣ ✷✵✵✹❪✳
❆❧t❤♦✉❣❤ st❛♥❞❛r❞ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❊❉▲ ✉♥✲
❞❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str✉❝t✉r❡ ❧✐❦❡ ◆❛✜♦♥ ♠❛②
♠♦❞✐❢② t❤❡ ❊❉▲ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❛ st✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢❛s❤✐♦♥✳
❩❤❞❛♥♦✈ ❛♥❞ ❑❛s❡♠♦ ❬❩❤❞❛♥♦✈ ✷✵✵✻✱ ❩❤❞❛♥♦✈ ✷✵✵✹❪ ❛♥❞ ❋r❛♥❝♦ ❬❋r❛♥❝♦ ✷✵✵✺❪
✇❡r❡ ♣✐♦♥❡❡rs t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❩❤❞❛♥♦✈ ❛♥❞ ❑❛s❡♠♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❧❛tt✐❝❡✲❣❛s ♠♦❞❡❧
✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❛✜♦♥
♠❛tr✐① ❛t t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤✐s ◆❛✜♦♥ ♠❛tr✐① t❤❡② ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡
❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡
♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ♠❛② ❝❛✉s❡ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ s♣❛t✐❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
♥❡❛r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s✳ ❋r❛♥❝♦
❡t ❛❧✳ ❬❋r❛♥❝♦ ✷✵✵✻✱ ❋r❛♥❝♦ ✷✵✵✼❜❪ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡
♥♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❊❉▲ ❢♦r ❜♦t❤ P❊▼❋❈ ❛♥♦❞❡s ❛♥❞ ❝❛t❤♦❞❡s✱ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ ❧❛②❡r r❡❣✐♦♥✳
❚❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❛r❡ ❛❧s♦ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡
♦❢ s♣❡❝t❛t♦r s♣❡❝✐❡s✱ ✐✳❡✳ s♣❡❝✐❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ♦♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤♦✉t ◆❛✜♦♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡
❝❛t❛❧②t✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❖❘❘ ✐s ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢
❢r❡❡ ♠❡t❛❧ s✉r❢❛❝❡ s✐t❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t❤❛t
❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ♦♥❧② ❛t ❞♦♠❛✐♥s ✇❤❡r❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s❡❣♠❡♥ts ♦❢
◆❛✜♦♥ ❛r❡ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ Pt s✉r❢❛❝❡
✐s ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ✢✉♦r♦❝❛r❜♦♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛r❡ ✐♥❛❝t✐✈❡ ❬▼❛r✉②❛♠❛ ✶✾✾✽❪✳
❚❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ♦♥ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡ t❡♥❞s t♦ ♦❝❝✉r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉❧❢♦♥❛t❡
❣r♦✉♣s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❝②❝❧✐❝ ✈♦❧t❛♠♠❡tr✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛♣❡rs ❛♥❞ ❛❧s♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ✐♥ s✐t✉ s✉r❢❛❝❡✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭❙❊❘❙✮
✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬❩❡♥❣ ✷✵✶✷❪✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ s✉❧❢♦♥✐❝ ❣r♦✉♣s✱ ❑❡♥❞r✐❝❦ ❡t ❛❧✳
❬❑❡♥❞r✐❝❦ ✷✵✶✵❪ t❤r♦✉❣❤ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ❈❋✸ ✐♥ t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ❛r❡ ❞✐r❡❝t ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ Pt s✉r❢❛❝❡✳
❙✉❝❤ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r❞❡rs t❤❡ ◆❛✜♦♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡
Pt s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥s ✐♥t❡r❢❡r❡s ♦♥ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r
s♣❡❝✐❡s✳ ❙♦♥s✉❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬❙♦♥s✉❞✐♥ ✷✵✶✵❪ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛
❜❛r❡ ❛♥❞ ◆❛✜♦♥✲❝♦❛t❡❞ Pt✭✶✶✶✮ ✐♥ ❍❈❧❖✹ ❛♥❞ ❍✷❙❖✹ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t
s♣❡❝✐✜❝ ❛❞s♦r♣t✐♦♥✴❞❡s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❜❛r❡ Pt✭✶✶✶✮ ❜✉t ♥♦t ✐♦♥♦♠❡r✲
❝♦❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡✱ ♣♦ss✐❜❧② ❞✉❡ t♦ str♦♥❣ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥s ♦♥ t❤❡ Pt s✉r❢❛❝❡
❛♥❞✴♦r t❤❡ ♣r❡✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❛♥✐♦♥ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠✳
❙✉❜❜❛r❛♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬❙✉❜❜❛r❛♠❛♥ ✷✵✶✵❛✱ ❙✉❜❜❛r❛♠❛♥ ✷✵✶✵❜❪ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ Pt✭❤❦❧✮✲◆❛✜♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆❛✜♦♥✲❢r❡❡ Pt✭❤❦❧✮ s✉r❢❛❝❡
t❤r♦✉❣❤ ✈♦❧t❛♠♠❡tr✐❝ ✜♥❣❡r♣r✐♥t✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r
❛❞s♦r♣t✐♦♥✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✏s♣r✐♥❣ ♠♦❞❡❧✑ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ s✉❧❢♦♥❛t❡
❛♥✐♦♥ ♦♥ t❤❡ Pt✭❤❦❧✮ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡② s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❛♥✐♦♥s ❛r❡ ❦❡♣t ✐♥ t❤❡
❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ❜② t✇♦ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡s✱ ♦♥❡ tr②✐♥❣ t♦ ♣✉❧❧ t❤❡ ❛♥✐♦♥s t♦ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ✭♠❡t❛❧✲s✉❧❢♦♥❛t❡ ❜♦♥❞✐♥❣✮ ❛♥❞ ❛ ❝♦✉♥t❡r s♣r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ t❡♥❞❡♥❝② t♦
r❡t✉r♥ t❤❡ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❛♥✐♦♥s ❜❛❝❦ t♦ ✐ts ♥❛t✐✈❡ ✭st❛t❡ s✉❧❢♦♥❛t❡✲❝❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r s✉❧❢♦♥❛t❡✲
❜❛❝❦❜♦♥❡ ❜♦♥❞✐♥❣✮✳ ❚❤✐s ❜❛❧❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❙✉❜❜❛r❛♠ ❡t ❛❧✳ ✐s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❛✛❡❝t s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣ ❛❞s♦r♣t✐♦♥✳ ❚❤❡②
s✉❣❣❡st t❤❛t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❛♥✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✱ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✱
✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡r s✐③❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥✐♦♥✲❝♦✉♥t❡r ❝❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❝♦✈❛❧❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♣❧❛②
❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✉r❢❛❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❛♥✐♦♥s ♦♥ t❤❡
s✉r❢❛❝❡✳
✷✳✹✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s
▼♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✭▼❉✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥ ❝❧❛r✐❢②✐♥❣
♥❛♥♦s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s
♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♣♦✇❡r❢✉❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✈❡r② ❢❡✇ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤✐s ✐ss✉❡
❜② ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦
❝♦rr❡❝t❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ◆❛✜♦♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥
✷✳✹✳ ◆❛✜♦♥ ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✸✾
t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ◆❛✜♦♥
✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❛♥❞ ♣❧❛t✐♥✉♠ ❜❛s❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳
❚❤❡ ✜rst ✇♦r❦ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ ✐s t❤❛t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❇❛❧❜✉❡♥❛✱ ▲❛♠❛s ❡t ❛❧✳
❬❇❛❧❜✉❡♥❛ ✷✵✵✺✱ ▲❛♠❛s ✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ▼❉♠❡t❤♦❞s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r
✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡ ❞❡❝♦r❛t❡❞ ✇✐t❤ Pt ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ Pt256
❝❧✉st❡rs ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ ❣r❛♣❤✐t❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦♥❡✲❜②✲♦♥❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ❝❤❛✐♥s ❢♦❧✲
❧♦✇❡❞ ❜② ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡✱ ◆❛✜♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ str♦♥❣❧② ✐♥t❡r❛❝t
✇✐t❤ Pt ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡✱ ♠❛✐♥❧② t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉❧❢♦♥✐❝ ❝❤❛✐♥s✳ ❲❛t❡r ♥✉❝❧❡❛t❡s
❛t t❤❡ ◆❛✜♦♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✐t❡s✱ ❢♦r♠✐♥❣ ✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡rs ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t✐♥✉♠ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡
❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❡✐t❤❡r
t♦t❛❧❧② ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦r ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♣❤❛s❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✇❛t❡r ❜r✐❞❣❡s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ◆❛✜♦♥ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡r♠❛❧ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❲❤❡♥ ❞♦✐♥❣ ❛ t❤❡r♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ❡♥❞s ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❧❡ss ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✐t❡s ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♠♦♥❣ ✇❛t❡r ❝❧✉st❡rs✳
▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬▲✐✉ ✷✵✵✽❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡✲♣❤❛s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠✲
♣r✐s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛t❡❞ P❊▼ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛♣♦r ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r t❤❡
❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡ ♦r t❤❡ ❝❛t❛❧②st s✉♣♣♦rt s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡✐r ✐❞❡❛ ✇❛s t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ✇❡tt✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥ ✇❤❡♥ ✐t ♣❡♥❡tr❛t❡s t❤❡ ❈▲ ♣♦r❡s ✭❡✳❣✳ ✇❤❡♥ t❤❡ P❊▼
♠❡♠❜r❛♥❡ ✐s ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❈▲✮✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞
❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❛❧②st
s✉♣♣♦rt s✉r❢❛❝❡ ✭❣r❛♣❤✐t❡✮ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡ ✭Pt❬✶✵✵❪✮✳
❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥ ✇❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡ ✇❛s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♠❡♠❜r❛♥❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❆ ♠✐①t✉r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✇❛t❡r✱ ◆❛✜♦♥✱ ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠
✐♦♥s ❢♦r♠s ❛ ♠♦♥♦❧❛②❡r ❝♦❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛t✐♥✉♠ s✉r❢❛❝❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❛❞s♦r❜❡❞ ❛t t❤❡ Pt s✉r❢❛❝❡ s❤♦✇s ❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ str✉❝✲
t✉r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s✳
❙❡❧✈❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬❙❡❧✈❛♥ ✷✵✵✽❪ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❛t t❤❡ ◆❛✜♦♥✴✈❛♣♦r ♣❤❛s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❛♥❞ ✇❛t❡r ❞✐✛✉s✐✈✐t② ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡♠❛✐♥s
✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ ❧♦❝❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t✐❡s✱
t❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ♦❢
✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②
t❤❡ ✈❡❤✐❝✉❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡s❡
✜♥❞s ❛r❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛t t❤❡ ◆❛✜♦♥✴✈❛♣♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❜② ❇❛ss ❡t ❛❧✳ ❬❇❛ss ✷✵✶✵❪✳
❚❤❡ st✉❞✐❡s ♦❢ ❙❡❧✈❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬❙❡❧✈❛♥ ✷✵✶✷❪ ❢♦❝✉s ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s
♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ Pt ❝✉❜✐❝ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡✳
▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ ♣❧❛t✐♥✉♠ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ◆❛✜♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❞❡♥s✐t②
❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s ✐♥ t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s✱ ✇❛t❡r✱ ❛♥❞
❤②❞r♦♥✐✉♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ♣❧❛t✐♥✉♠ s✉r❢❛❝❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ✇❛t❡r
❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s✉❧❢♦♥✐❝
❛❝✐❞ ❣r♦✉♣ ♠✐❣❤t ♣❧❛② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡
♣❧❛t✐♥✉♠ s✉r❢❛❝❡✳
▼❛s❤✐♦ ❡t ❛❧✳ ❬▼❛s❤✐♦ ✷✵✶✵❪ ❛♥❛❧②s❡❞ ❜② ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢
◆❛✜♦♥ ✐♦♥♦♠❡r ❛♥❞ ✇❛t❡r ❛t t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♥❛✲
t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ s❤❡❡t ❛♥❞ ✐♦♥♦♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡s✱ ◆❛✜♦♥ ✐♦♥♦♠❡r ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡
❣r❛♣❤✐t❡ s❤❡❡t ♠❛✐♥❧② ✈✐❛ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡✱ ✇❤❡r❡❛s s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡
❣r❛♣❤✐t❡ s❤❡❡t✱ ❛❞s♦r❜✐♥❣ ✇❛t❡r ❛t s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ str✉❝t✉r❡s
♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡② ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ r❛t✐♦s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠✳ ❚❤❡②
♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✇❛t❡r ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ s✉❧❢♦♥✐❝
❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s ♦r ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s st❛❜❧❡ ✇❛t❡r ❝❧✉st❡r ❤❛s ❢♦r♠❡❞✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤✐t✐③❡❞ ❝❛r❜♦♥ s❤❡❡t ✇✐t❤ ❝❛r❜♦①②❧ ✭COOH✮ ♦r ❝❛r❜♦①②❧❛t❡
✭COO−✮ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❛♥❞ ✐♦♥♦♠❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ s❤❡❡t ❢✉❝t✐♦♥❛❧✐③❡ ✇✐t❤ ✐♦♥ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❛♥❞ s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t②
♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ s❤❡❡t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❛r❜♦♥ s✉♣♣♦rts ❝❧❡❛r❧② ❛✛❡❝t t❤❡ tr❛♥s♣♦rt
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ✇❛t❡r✳
✷✳✺✳ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛♥❞ t❤❡s✐s ♣r♦♣♦s❛❧ ✹✶
✷✳✺ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛♥❞ t❤❡s✐s ♣r♦♣♦s❛❧
■♥ t❤❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ P❊▼❋❈ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ t❤❡ ❈▲ ❤❛s s❤♦✇♥ t♦
❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t st✐❧❧ ♣r❡s❡♥ts ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❢♦r s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦st r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❛t ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts✿ ❈▲ str✉❝t✉r❡ ✐s ♥♦t ❞❡❡♣❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞❀ ❛♥❞ ❈▲ ❡✣❝✐❡♥❝②
str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s❀ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❈▲
❝♦♥s✐sts ♦❢ tr✐❛❧ ❛♥❞ ❡rr♦r ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✱ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧
❈▲ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦ ❛♥❞ ♥❛♥♦✲str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈▲✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡
♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ◆❛✜♦♥ ✐♦♥♦♠❡r ✐♥s✐❞❡ ❈▲ s❤♦✇s t♦ ❜❡ str♦♥❣❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ t②♣❡
♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✴♣❤✐❧✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳
❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡✱ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠s str✉❝t✉r❡
❛t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧ ✐s t❤❡ ♠❛❥♦r ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✳
❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r st✉❞✐❡s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✐♦♥♦♠❡r s②t❡♠s ✐♥✲
❝❧✉❞❡✿ t❤❡ ✉♥❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②❀
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ✈❡r② ❧❛r❣❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❛❞✲
❡q✉❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛r❡ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ❢♦r ♣❛r❛♠❡tr✐③✐♥❣ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥✐t ❡♥t✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ❜❡❝♦♠❡s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✲
✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❛ s♦❧✐❞ s✉❜str❛t❡✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ◆❛✜♦♥ ❛♥❞ s✉❜str❛t❡ ❛r❡ st✐❧❧ ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ❞❡✈✐s❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❡t❛❧
s✉r❢❛❝❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡tt❛❜✐❧✐t② ❝❤❛r❛❝✲
t❡r r❡q✉✐r❡s ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s s✉r❢❛❝❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝
r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡ ✇❛t❡r ✇❡tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✈❡r② ❢❡✇ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛✐♠❡❞ ❛t ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✐♦♥♦♠❡r ✐♥ ❞❡♣♦s✐t❡❞
♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ s✉❜str❛t❡✳ ❖✉r ✇♦r❦ ❛✐♠s t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡
✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ✇❛t❡r✴s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥s✴s✉❜str❛t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r
✜❧♠ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡ ♦♥ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✲
✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉s❡s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ♦♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❜✉t ❛✐♠s ❛t ❣r❛s♣✐♥❣
t❤❡ ♠❛✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞✲❧✐❦❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✐♦♥♦♠❡r✴s✉❜str❛t❡✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡
s✉❜str❛t❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ t✉♥❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❇❡❢♦r❡ ❣♦✐♥❣ ✐♥t♦ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s
✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②
♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐❞❡❛ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts
♦❢ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❛❞❡r ✇❤♦
✐s ♥♦t ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳
❈❤❛♣t❡r ✸
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s
❈♦♥t❡♥ts
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✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✹✺
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❈♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ t♦♦❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ♣♦✇❡r t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦❣r❡ss
❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❝♦♠♣✉t❡rs t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s s❝✐❡♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❝r✉❝✐❛❧
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❛t♦♠✐st✐❝ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ♦❢t❡♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❜❡ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
▼❛♥② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦✇❛❞❛②s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ q✉❡st✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r st✉❞✐❡s ♦❢ ♣♦❧②♠❡rs ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧✐q✉✐❞s ❧✐❦❡ ✇❛t❡r✱ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱
▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s ✭▼❉✮ ❛♥❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❛❞❡q✉❛t❡
❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s r❡st ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s
❛♥❞ t❤❡② ❛❧❧♦✇ r❛t✐♦♥❛❧✐③✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐s t❤❛t t❤❡ ✜rst ❝❛♥ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ t✐♠❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤✉s ❝♦♠♣✉t❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✱
✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ▼❉ ♠❡t❤♦❞ t❤❡ t♦♦❧ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ◆❛✜♦♥ s②st❡♠s
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s
✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
t✇♦ ♣❛rts✿ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛s ❜❡❤✐♥❞ ▼❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠s❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❛rt ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❡t❝✳✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❜✉❧❦
❛♥❞ ❝♦♥✜♥❡❞ s②st❡♠s✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▼❉ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
❢♦✉♥❞ ✐♥ t❡①t ❜♦♦❦s ❬❋r❡♥❦❡❧ ✷✵✵✷✱ ❘❛♣❛♣♦rt ✷✵✵✾✱ ❆❧❧❡♥ ✶✾✽✾❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ♣♦♣✉❧❛r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❛❝❦❛❣❡s ❢♦r ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡①✐st ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ▲❆▼▼P❙
❬P❧✐♠♣t♦♥ ✶✾✾✺❪✱ ●❘❖▼❆❈❙✱ ❆▼❇❊❘✱ ❈❍❆❘▼▼✱ ●❘❖▼❖❙✱ ◆❆▼❉✳
✸✳✷ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ✐❞❡❛
❆ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ✏❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✑✱
✐s ✐♥ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ❝❧♦s❡ t♦ ❛ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡ ❛ s❝✐❡♥t✐st ♣r❡♣❛r❡s ❛ s❛♠♣❧❡
✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s
❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❛ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♣r❡♣❛r❡❞
❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❢♦r❝❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✉♥✐ts ✭t❤❡ ♠♦❞❡❧✮✳
◆❡①t t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ❢♦r❝❡s ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛✇s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♠❡❝❤❛♥✐❝s ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s ❛ ✏❣♦♦❞✑ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧
❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ st❡♣✱ ♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞
✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ✉♥✐ts✱ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❢s t♦ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢
♥s✳ ❇② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✈✐rt✉❛❧❧② ❛♥②
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣r♦❜❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❆ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤❛t ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐✳❡✳ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ♦r r✐❣✐❞ ❜♦❞✐❡s s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❧❛✇s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡✲
❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❦♥♦✇♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤❡s❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ◆❡✇t♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦
t❤❡s❡ ❢♦r❝❡s ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥✐ts✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡
❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ♦✉r s②st❡♠ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞
t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥s✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧
♠❡❝❤❛♥✐❝s ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳
✸✳✷✳✶ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞
❚❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ✉s✉❛❧❧② s✉❜❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✿ ❜♦♥❞❡❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞✲str❡t❝❤✐♥❣✱ ❛♥❣❧❡✲❜❡♥❞✐♥❣✱ t♦rs✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✇❤❡♥
r♦t❛t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ❜♦♥❞s✱ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ✐♠♣r♦♣❡r t♦rs✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s❀ ❛♥❞ ♥♦♥✲❜♦♥❞❡❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧❧s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝s ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② U ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
U = Ubonded + Unon−bonded = Ub + Uθ + Uφ + Uχ + ULJ + Ucoul. ✭✸✳✶✮
❍❡r❡✱ Ub✱ Uθ✱ Uφ ❛♥❞ Uχ ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜♦♥❞✱ ❛♥❣❧❡✱ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❞ ✐♠♣r♦♣❡r ❜♦♥❞❡❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❤✐❧❡ ULJ ❛♥❞ Ucoul ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❛♥❞ ❈♦✉❧♦♠❜
♥♦♥✲❜♦♥❞❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❊❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ♣♦❧②♠❡r ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
✸✳✷✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ✐❞❡❛ ✹✼
❇♦♥❞❡❞ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❚❤❡ ❜♦♥❞❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❢♦r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♣❛✐r ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ✸ ♦r ✹ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡
♥♦♥✲r❡❛❝t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ♠❛❦✐♥❣ ♦r ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ❜♦♥❞s✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥
♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❤❛r♠♦♥✐❝ t❡r♠s ✭q✉❛❞r❛t✐❝✮✳ ❇♦♥❞❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡✿ ❜♦♥❞ str❡t❝❤✲
✐♥❣ ✭✷ ♣❛rt✐❝❧❡s✮✱ ❜♦♥❞ ❛♥❣❧❡s ✭✸ ♣❛rt✐❝❧❡s✮ ❛♥❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❣❧❡s ✭✹ ♣❛rt✐❝❧❡s✮✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❛ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ ❞✐❤❡❞r❛❧ t❡r♠s ❝❛❧❧❡❞ ✐♠♣r♦♣❡r✳
❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜♦♥❞ str❡t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞❡❞
❛t♦♠s i✲j ✐s t♦ tr❡❛t t❤❡ ❜♦♥❞ ❛s ❛ ✏s♣r✐♥❣✑✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② Ub ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❍♦♦❦✬s
❧❛✇ ✭❤❛r♠♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②
Ub = kb(r − r0)2. ✭✸✳✷✮
❍❡r❡✱ r ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s i ❛♥❞ j✱ r0 ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞
kb ✐s t❤❡ s♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❢♦r s♠❛❧❧ ❜♦♥❞
❧❡♥❣t❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❆t ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜r❡❛❦✱ ❛♥ ❡✛❡❝t
t❤❛t ✐s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧✳
❚❤❡ ❜♦♥❞ ❛♥❣❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ tr✐♣❧❡t ♦❢ ❛t♦♠s i✲j✲k ✐s ❛❧s♦ ♦❢t❡♥ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Uθ ❣✐✈❡♥ ❜②
Uθ = kθ(θ − θ0)2, ✭✸✳✸✮
✇❤❡r❡ θ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦♥❞s i✲j ❛♥❞ j✲k ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❜♦♥❞s✳ θ0 ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜♦♥❞ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ kθ ✐s
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥st❛♥t✳
❚❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t♦rs✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t♦rs✐♦♥❛❧
❢♦r❝❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜♦♥❞s✳ ❚❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ q✉❛❞r✉♣❧❡t ♦❢ ❛t♦♠s i✲j✲k✲l ✐s
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡s i✲j✲k ❛♥❞ j✲k✲l✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥
❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Uφ ✐s
Uφ = kφ[1 + d cos(nφ)], ✭✸✳✹✮
✇❤❡r❡ kφ ❛♥ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r t♦ r♦t❛t✐♦♥❀ d ❛❞♠✐ts
✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s
✈❛❧✉❡s +1 ❛♥❞ −1 ❛♥❞ n ✐s t❤❡ ✏♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✑✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢
❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❜♦♥❞ ✐s r♦t❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [0, 2π[✳ Uφ ♣❧❛②s
❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡s ❧✐❦❡ ♣♦❧②♠❡rs ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥s✳
■♥❞❡❡❞ ✐t ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❜♦♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ r✐❣✐❞✐t② ♦❢
t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
✉♥❞❡rst♦♦❞✱ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❜♦♥❞ ♦r❜✐t❛❧s ❛♥❞ st❡r✐❝
r❡♣✉❧s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✳
❚❤❡ ✐♠♣r♦♣❡r ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❣❧❡ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧
t❡r♠ ✐♥❝❧✉❞❡s ✸ ❛t♦♠s ❝❡♥tr❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❢♦✉rt❤ ♦♥❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❢♦✉r ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❜♦♥❞❡❞
❛t♦♠s✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦✉r ❛t♦♠s i✱j✱k✱l ✇✐t❤ j ❧✐♥❦❡❞ ❝♦✈❛❧❡♥t❧② ❜♦♥❞❡❞ t♦ i✱k✱l t❤❡
✐♠♣r♦♣❡r ❛♥❣❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ j✲i ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ k✲j✲l ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡
❤❛r♠♦♥✐❝ ✐♠♣r♦♣❡r ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s
Uχ = kχ(χ− χ0)2, ✭✸✳✺✮
✇❤❡r❡ χ0 ✐s ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣r♦♣❡r ❛♥❣❧❡ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ kχ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ r✐❣✐❞✐t②
♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦♣❡r t♦rs✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr②✳
■t ✐s ♠❡❛♥t t♦ ❦❡❡♣ ❛t♦♠✐❝ ❣r♦✉♣s ✭❡✳❣✳ ❛r♦♠❛t✐❝ r✐♥❣s✮ ♣❧❛♥❛r✱ ♦r t♦ ♣r❡✈❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❢r♦♠ ✢✐♣♣✐♥❣ ♦✈❡r t♦ t❤❡✐r ♠✐rr♦r ✐♠❛❣❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts
✭kb✱ kθ✱ kφ ❛♥❞ kχ✮ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✶✴✷ ❢❛❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳
◆♦♥✲❜♦♥❞❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜♦♥❞❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❢♦r❝❡
✜❡❧❞s ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦♥✲❜♦♥❞❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ t❤❡
s❛♠❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❜♦♥❞❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r✐s❡ ❞✉❡ t♦ ✈❛♥ ❞❡r
❲❛❛❧s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❢♦r❝❡s✳ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❜♦t❤ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❛♥❞ ❛ttr❛❝t✐✈❡
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r♠ t❤❛t ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s
t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ✭▲❏✮ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❛♥✐s❤❡s ❛t ❧♦♥❣
❞✐st❛♥❝❡s✱ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ str♦♥❣❧②
r❡♣✉❧s✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦♦ ❝❧♦s❡✳ ❚❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ♣❛rt ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❤❛r❞✲
❝♦r❡ t❡r♠ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❡ ❛t♦♠ ❝❛♥♥♦t ❞✐✛✉s❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥♦t❤❡r✳
❚❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ t❡r♠ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ▲❏ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②
✸✳✷✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ✐❞❡❛ ✹✾
ULJ(r) = 4εαβ
[(σαβ
r
)12
−
(σαβ
r
)6]
, ✭✸✳✻✮
✇❤❡r❡ r = rij ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs i ❛♥❞ j ♦❢ t②♣❡ α ❛♥❞ β r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ εαβ ✐s
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥st❛♥t t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ σαβ ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤
s❝❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ULJ = 0✳ ❚❤❡ ▲❏ ♣♦t❡♥t✐❛❧
r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ r = 2
1
6σαβ✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs εαβ ❛♥❞ σαβ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ i ❛♥❞ j ❛r❡ ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ t②♣❡✱ s❛② εαα ❛♥❞ εββ✳ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦♥✲✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛r✲
t✐❝❧❡s α ❛♥❞ β✱ t❤❡ ▲♦r❡♥t③✲❇❡rt❤❡❧♦t ♠✐①✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ❬▲♦r❡♥t③ ✶✽✽✶✱
❇❡rt❤❡❧♦t ✶✽✾✽❪✳ ❚❤✐s r✉❧❡ s❡t t❤❡ ❝r♦ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s
σαβ =
σαα + σββ
2
✭✸✳✼❛✮
εαβ =
√
εααεββ. ✭✸✳✼❜✮
❚❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②s r❛♣✐❞❧② ✭✐t ❞❡❝❛②s ❢❛st❡r t❤❛♥ 1/r6✮✳ ❙✉❝❤
t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ tr✉♥❝❛t❡❞✱ ✐✳❡✳
♦♥❡ ❝❛♥ ✐♠♣♦s❡ ❛ ❝✉t✲♦✛ t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ rc✱ ❜❡②♦♥❞ ✇❤✐❝❤ ULJ(r) ✐s s❡t t♦ 0✳ ❚❤❡
s❛❢❡ ❝❤♦✐❝❡ t♦ tr✉♥❝❛t❡ t❤❡ ▲❏ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ✉s❡ ❛ ❝✉t✲♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ rc = 2.5σ✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞
❛ ❥✉♠♣ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛t rc✱ t❤❡ ▲❏ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦ ULJ(rc) = 0✳
❖t❤❡r ♥♦♥✲❜♦♥❞❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❢♦r❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡
✉♥❡q✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡
❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
✐t ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ❛ ✜①❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ❝❤❛r❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧
Ucoul = ke
qiqj
εr
, ✭✸✳✽✮
✇❤❡r❡ ke = 1/4πε0 ✐s ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✱ qi ❛♥❞ qj ❛r❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ♦♥ t❤❡
t✇♦ ❛t♦♠s✱ ❛♥❞ ε ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❢♦r❝❡s ✐s t❤❡ s❧♦✇ ❞❡❝❛② r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡
r✳ ■♥ s✉❝❤ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❢♦r❝❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s
✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s
t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✐♠♣❧② tr✉♥❝❛t❡❞ ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♠✉st ❜❡
❢♦✉♥❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
✸✳✷✳✷ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥
❖♥❝❡ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳ P♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ i ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ✐t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛s✱
~Fi = −~∇iU, ✭✸✳✾✮
✇❤❡r❡ U ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②
~Fi
mi
=
∂2~ri
∂t2
. ✭✸✳✶✵✮
❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✾ ❛♥❞ ✸✳✶✵ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♥❞
♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❱❡r❧❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ ♠❡❡ts ✐♠♣♦rt❛♥t ❝r✐t❡r✐❛ s✉❝❤ ❛s t✐♠❡✲r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛✇ ♦❢
❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❢♦r♠s ♦❢ ❱❡r❧❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡
~r(t+∆t) + ~r(t−∆t) = 2~r(t) +
~F (t)
m
∆t2 +O(∆t4) ✭✸✳✶✶❛✮
~r(t+∆t)− ~r(t−∆t) = 2~v(t)∆t+O(∆t3) ✭✸✳✶✶❜✮
❍❡r❡✱ ~r(t) ❛♥❞ ~v(t) ❛r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t t✐♠❡ t✱ ❛♥❞ ∆t
✐s t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❢❡✇ ❢s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✐♠❡ st❡♣ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦
❜❡ s❤♦rt ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❝♦rr❡❝t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❧❛r❣❡
❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠❛❦❡ ❛✛♦r❞❛❜❧❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦♥❣✲t✐♠❡s tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳
✸✳✷✳✸ ❈♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❆❜♦✈❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②
❢♦r ✏♠❡❛s✉r✐♥❣✑ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ s②st❡♠
✸✳✷✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ✐❞❡❛ ✺✶
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭s♥❛♣s❤♦ts✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧② s❛♠♣❧❡❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
❡①t❡r♥❛❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s r❡❧❛t❡❞ t♦ st❛t✐st✐❝❛❧
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ st❛t✐st✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡
♠✉st ❜❡ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡❛❞ t♦ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤
❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞r❛✇ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳
❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❛♠♣❧❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s
〈A〉 = 〈A〉t = 1
M
M∑
i=1
A(~ri, ~vi) ✭✸✳✶✷✮
❢♦r ❛♥② q✉❛♥t✐t② A t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ~r ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ~v ♦❢ ♦♥❡ ♦r
s❡✈❡r❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ▼ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s ❛♥❞ 〈...〉♠❡❛♥s t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡
❛✈❡r❛❣❡ ✇❤✐❧❡ 〈...〉t ♠❡❛♥s t❤❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡✳ 〈A〉 = 〈A〉t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢
❛ ❣✐✈❡♥ q✉❛♥t✐t② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ s❛t✐s✜❡s
t❤❡ ❡r❣♦❞✐❝ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♠✉st
❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r ❛
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣ t✐♠❡✱ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣r♦♣❡rt② ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳
❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s✿ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡✳ ❆❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
♣❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳
kBT =
〈
m~vi
2
〉
f
. ✭✸✳✶✸✮
❍❡r❡ f ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ kB ✐s t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥✬s ❝♦♥st❛♥t✱ m ✐s t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ ~vi
✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ i✳
❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❱✐r✐❛❧ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
P = ρkBT +
1
dV
〈∑
i<j
~f(~rij) · ~rij
〉
, ✭✸✳✶✹✮
✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✱ d ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ V ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✱
✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s
~f(~rij) ✐s t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s i ❞✉❡ t♦ ♣❛rt✐❝❧❡ j✱ ❛♥❞ ~rij ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r s❡♣❛r❛t✐♦♥✳
✸✳✸ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❢♦✉♥❞ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❜✉❧❦ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❝♦♥✜♥❡❞ s②st❡♠s✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡
✉s❡ ♦❢ t❤❡r♠♦st❛t ❛♥❞ ❜❛r♦st❛t ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝
❡♥s❡♠❜❧❡s✳
✸✳✸✳✶ ❙♣❛t✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✐♠ ❛t r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐❝ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ✏t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❧✐♠✐t✑ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡
r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ✭❧❡ss t❤❛♥ ✶✵✵✮ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❬▲✉st✐❣ ✶✾✾✽❪✳ ❋♦r s✉❝❤ s♠❛❧❧
s②st❡♠s✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ❛r❡ ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❜✉❧❦ ♣❤❛s❡s✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
t❤❛t ♠✐♠✐❝ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❜✉❧❦✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭P❇❈✮✳
■♥ P❇❈✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❝❡❧❧✮ ❛r❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞
✐♥✜♥✐t❡❧② ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭✐♥✜♥✐t❡ ✐♠❛❣❡s✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ s♦ t❤❛t
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❢r❡❡ t♦ ♠♦✈❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦① ❛♥❞ ✐ts ✐♠❛❣❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡
t❤❛t ❧❡❛✈❡s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❢❛❝❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡✲
❡♥t❡rs t❤❡ r❡❣✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❢❛❝❡✳ ❆❧s♦✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡
♥❡❛r❡st ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✭♠✐♥✐♠✉♠✲✐♠❛❣❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✮✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣
P❇❈✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣❛② ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ♠✉st ❜❡ ❧❛r❣❡
❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❢r♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❛♥❣❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① s✐③❡✳
P❇❈ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜✉❧❦ s②st❡♠✳ ❇✉t✱ ✐t
✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❝❧✉st❡rs✴♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐❢ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦①
s✐③❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t❤❛t ♥♦ ❛t♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝r♦ss ❛ ❜♦① ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❲❤❡♥ t❤❡
✐♥t❡r❡st ✐s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡s ♦r ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s②st❡♠s✱ ✐t ✐s ✈❡r② ♦❢t❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞
✸✳✸✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ✺✸
s❧❛❜ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙❧❛❜ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ① ❛♥❞
②✮✱ ✇❤✐❧❡ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ ✭③✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♣❡♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✸✳✸✳✷ ▲♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
■♥ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝ts
♥♦t ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♦t❤❡r r❡♣❧✐❝❛
♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✭✐♥✜♥✐t❡✮ ❛❧❧
♣❛✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♠✉st ✉s❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ✇❤✐❧❡ r❡❞✉❝✐♥❣ ♦r ❛✈♦✐❞✐♥❣
tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❛rt❡❢❛❝ts✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊✇❛❧❞ s✉♠♠❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ t♦
r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥t♦ ❛ ❢♦r♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❡❛s✐❧② s♦❧✈❡❞✳
❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ s♦❧✈❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳
❊✇❛❧❞ ♠❡t❤♦❞ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡s t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ t❡r♠s✿ t❤❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡
♣❛rt✱ ✐✳❡✳ ✐t ✐s ❡q✉❛❧❧② ③❡r♦ ❜❡②♦♥❞ s♦♠❡ ❝✉t✲♦✛ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❧
s♣❛❝❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s❀ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♣❛rt✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❵s♠♦♦t❤✬
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦✐♥t ❝❤❛r❣❡s✱ ❡❛❝❤
s❝r❡❡♥❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤ ♣❛rt ✐s ❥✉st t❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ●❛✉ss✐❛♥s ✇✐t❤ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦✐♥t ❝❤❛r❣❡s✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈❡s t♦ ❤❛✈❡ ❣♦♦❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❊✇❛❧❞ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❢♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ s②st❡♠s✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞✉❡ t♦ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ♣❛rt✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥✱
❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ ❛♣♣❧② ♣❛rt✐❝❧❡✲♠❡s❤ s❝❤❡♠❡✳ ❙✉❝❤ s❝❤❡♠❡ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱
t❤r♦✉❣❤ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❋❋❚✮✱ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♠✉❝❤ ♠♦r❡
❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ ❛ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ♦❧❞❡st ❛♥❞ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡s❤✲
❜❛s❡❞ ❊✇❛❧❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ P❛rt✐❝❧❡✲P❛rt✐❝❧❡✴P❛rt✐❝❧❡✲▼❡s❤ ✭PPP▼✮ ♠❡t❤♦❞
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❊❛st✇♦♦❞ ❛♥❞ ❍♦❝❦♥❡② ❬❊❛st✇♦♦❞ ✶✾✼✹❪✳ ❖t❤❡r s✐♠✐❧❛r ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
P❛rt✐❝❧❡ ▼❡s❤ ❊✇❛❧❞ ✭P▼❊✮ ❬❉❛r❞❡♥ ✶✾✾✸❪ ❛♥❞ ❙♠♦♦t❤ P❛rt✐❝❧❡ ▼❡s❤ ❊✇❛❧❞ ✭❙P▼❊✮
❬❊ss♠❛♥♥ ✶✾✾✺❪✳
■♥ PPP▼ ♠❡t❤♦❞✱ t❤r❡❡ st❡♣s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡
✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s
♣❛rt✿ ❝❤❛r❣❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ s♦❧✈✐♥❣ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦r❝❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ✜rst
st❡♣✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ♦♥t♦ ❛ ♠❡s❤ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝❤❛r❣❡
❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❞❡s✐r❡❞✱ ❡✳❣✳ tr✐❛♥❣❧❡✲s❤❛♣❡❞
❝❤❛r❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❚❙❈✮✱ ❝❧♦✉❞✲✐♥✲❝❡❧❧ ✭❈■❈✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ ❝❤❛r❣❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥
t♦ ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ✐t ❤❛s t♦ ❝♦✈❡r ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
❛ss✐❣♥♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ✈❛r② s♠♦♦t❤❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✬s ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛❞❡q✉❛t❡
❣r✐❞ s♣❛❝✐♥❣✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣
t❤❡ ♠❡s❤❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❣✐✈❡♥ ❜②
ρˆjkl(k) =
1
L3
exp
(
− k
2
4α2
)∑
i
qiexp(ik · ri), ✭✸✳✶✺✮
✇❤❡r❡ α ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞ ▲ ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦①✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❦ s♣❛❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
ψˆlong = ρˆ(k)Gˆ(k), ✭✸✳✶✻✮
✇❤❡r❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ ✂ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ Gˆ(k) ✐s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ♠❡s❤
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❛♣♣❧② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ ψlong ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❧❛st
st❡♣✱ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
❚❤❡♥✱ ❣r✐❞✲❞❡✜♥❡❞ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s
♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❜❛❝❦ t♦ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❣❡
❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭t❤✐s ♣r❡s❡r✈❡s ◆❡✇t♦♥✬s ✸r❞ ❧❛✇✮✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❡✛♦rt ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ PPP▼ s❝❛❧❡s ❛s O(Nlog(N))✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
O(N3/2) ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❊✇❛❧❞ s✉♠♠❛t✐♦♥✳ ❚♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧✴❢♦r❝❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❡✐t❤❡r r❡✜♥❡ t❤❡ ♠❡s❤✱ ♦r ✉s❡ ❛ ❜❡tt❡r ✇❡✐❣❤✐♥❣✴✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡❀ ❜♦t❤ ❝❤♦✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❋r❡q✉❡♥t❧②✱ ❊✇❛❧❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s
r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❢♦r s②st❡♠s ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❡r ♣r♦❝❡ss♦r ♦r ❧❡ss✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r
s②st❡♠s t❤❡ PPP▼ ♠❡t❤♦❞ ✐s s✉❣❣❡st❡❞✳
✸✳✸✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ✺✺
❙❧❛❜ ●❡♦♠❡tr②
❇♦t❤ ❊✇❛❧❞ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ PPP▼ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✉s❡ ❋♦✉r✐❡r s✉♠✲
♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r st✉❞② ✐s ✐♥✜♥✐t❡❧② ♣❡r✐♦❞✐❝✳
❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢♦r s②st❡♠s
✇✐t❤ s❧❛❜ ❣❡♦♠❡tr② t❤❛t ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤ ✐♥
t❤❡ t❤✐r❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✐s t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊✇❛❧❞
s✉♠♠❛t✐♦♥ ✭❊❲✷❉✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② P❛rr② ❬P❛rr② ✶✾✼✺❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡
t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡✱ ❜✉t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❆♥♦t❤❡r ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞
✐s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊✇❛❧❞ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✭❊❲✸❉✮ t❡❝❤♥✐q✉❡
t♦ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ✐♥ ③ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s♦ t❤❛t ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❡♠♣t② s♣❛❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡♣❧✐❝❛s ✐♥ ③ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❡♠♣t② s♣❛❝❡ ✐♥t♦
t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s ❞♦♥❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ③ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥✳ ▲❛t❡r✱ ❨❡❤ ❛♥❞ ❇❡r❦♦✇✐t③ ❬❨❡❤ ✶✾✾✾❪ ♠♦❞✐✜❡❞ ❊❲✸❉ t❤r♦✉❣❤ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛
❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❡t ❞✐♣♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② r❡♣❡❛t✲
✐♥❣ s❧❛❜s✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❆r♥♦❧❞ ❛♥❞ ❏♦❛♥♥✐s ❬❆r♥♦❧❞ ✷✵✵✷✱ ❞❡ ❏♦❛♥♥✐s ✷✵✵✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✏❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❧❛②❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✑ ✭❊▲❈✮ ✇❤✐❝❤
❛❞❛♣ts ❛♥② st❛♥❞❛r❞ ✸❉ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ s❧❛❜✲❧✐❦❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❡♠✲
♣❧♦②s ❧❛②❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠s t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r✲s❧❛❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♥❡t ❞✐♣♦❧❡✱ ❛❧❧ ♠✐①❡❞ ✇✐t❤ ♠❡s❤✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥
t❡r♠s ♦❢ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡✳
✸✳✸✳✸ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡♥s❡♠❜❧❡s
❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠✐✲
❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ◆✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❱✱ ❛♥❞ t❤❡
t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❊ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡✲
♥✐❡♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♦t❤❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❧✐❦❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭◆❱❚✮ ♦r
✐s♦t❤❡r♠✲✐s♦❜❛r✐❝ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭◆P❚✮ ❛t ❝♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦r ♣r❡ss✉r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ♠❛t❝❤
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t♦ st✉❞② t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s✱ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❡❢✲
✜❝✐❡♥❝② ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ✱ ❤✐❣❤✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✮✱ ❡t❝✳
❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ s②st❡♠s
❛s ♣♦❧②♠❡r✐❝ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✇❤❡r❡ ❛ ✜①❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❧❡❛❞s t♦ ✐♥✢❡①✐❜❧❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t❤❛t ❝❛♥
✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧✳ ❆♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❡t❤♦❞s ❡①✐st t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① t♦
❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ t❤❡r♠♦st❛t ❛♥❞✴♦r ❜❛r♦st❛t✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞
♠❡t❤♦❞s✳
❚❤❡r♠♦st❛t
❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛② t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② r❡s❝❛❧✐♥❣
❬❇✉ss✐ ✷✵✵✼❪✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡s❝❛❧✐♥❣ ❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✸✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡
♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r λ ❣✐✈❡♥ ❜②
λ2 =
T0
T (t)
, ✭✸✳✶✼✮
✇❤❡r❡ T (t) ✐s t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ T0 ✐s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ❛
t❤❡r♠❛❧ ❜❛t❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡r❡♥❞s❡♥ ❬❇❡r❡♥❞s❡♥ ✶✾✽✹❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✐t❤❡r
r❡♠♦✈❡s ♦r ❛❞❞s ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s
❛r❡ s❝❛❧❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿
dT
dt
=
1
τ
(T0 − T ), ✭✸✳✶✽✮
✇❤❡r❡ τ ✐s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❡❛t
❡①❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛t❤✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r λ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐s
λ2 = 1 +
δt
τ
{
T0
T
(
t− δt
2
) − 1
}
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✇❤❡r❡ δt ✐s t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t τ → ∞ t❤❡ ❇❡r❡♥❞s❡♥ t❤❡r♠♦st❛t ✐s ✐♥❛❝t✐✈❡
❛♥❞ t❤❡ r✉♥ ✐s s❛♠♣❧✐♥❣ ❛ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ τ ✐s t♦♦ s♠❛❧❧ ✐t ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡
✉♥r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ■❢ τ = δt✱ ❇❡r❡♥❞s❡♥ t❤❡r♠♦st❛t r❡❞✉❝❡s
t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❡s❝❛❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✽✳ ❚❤✐s t❤❡r♠♦st❛t ❞♦❡s ♥♦t str✐❝t❧② ✜①
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❜✉t ❧❡❛❞s t♦ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t♦
❛ t❛r❣❡t ♦♥❡✳ ❚❤❡ r❡♣❡t✐t✐✈❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❞✉r✐♥❣ ❧♦♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✏✢②✐♥❣ ✐❝❡ ❝✉❜❡✑ ❡✛❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛♥❞
r♦t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s②st❡♠ ❬❍❛r✈❡② ✶✾✾✽❪✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✐s t❤❛t t❤❡
✸✳✸✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ✺✼
❡♥s❡♠❜❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❡r❡♥❞s❡♥ t❤❡r♠♦st❛t ♦r s✐♠♣❧❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s
✐s ♥♦t ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r r❡❧❛①✐♥❣
❛ s②st❡♠ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐t ♠✐❣❤t
❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣r♦❜❡ ❛ ❝♦rr❡❝t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✳
❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆♥❞❡rs❡♥ t❤❡r♠♦st❛t
❬❆♥❞❡rs❡♥ ✶✾✽✵❪✱ ❞❡✈✐s❡❞ ❜② ♠✐①✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ▼❉ ✇✐t❤ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ■♥
t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ❤❡❛t ❜❛t❤ ✈✐❛ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ❢♦r❝❡s
✭❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❛t ❜❛t❤✮ t❤❛t ❛❝t ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ♦♥ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❢❛❝t♦rs✿ r❛r❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❝r❡❛t❡ s✉✣❝✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡
s②st❡♠ r❡♠❛✐♥s ❝❧♦s❡ t♦ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧❀ ❡①❝❡❡❞✐♥❣❧② ❢r❡q✉❡♥t ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② t✉r♥
❆♥❞❡rs❡♥ s❝❤❡♠❡ ✐♥t♦ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ r✐❣♦r♦✉s❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s
♠❡t❤♦❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞
t❤❛t ❆♥❞❡rs❡♥ t❤❡r♠♦st❛t ❜r❡❛❦s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t
♣r❡s❡r✈❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✳
■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ▼❉ ❛t ❝♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜② ✉s✐♥❣
◆♦sé✲❍♦♦✈❡r ❬◆♦s❡ ✶✾✽✹✱ ❍♦♦✈❡r ✶✾✽✺❪ t❤❡r♠♦st❛t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❧❡✈❡r ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤❡❛t ❜❛t❤ ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛rt✐✜❝✐❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭s✮ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✭s˙✮✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✏♠❛ss✑ Q > 0✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s②st❡♠ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s
LNH =
N∑
i=1
mi
2
s2r˙2i − U(rN) +
Q
2
s˙2 − g lns
β
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❚❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✉s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ❛r❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡✈♦❧✈❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r g ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Q s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛♥❞
❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❛t❤ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ s②st❡♠✱ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛♥② ✜♥✐t❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ ♠❛ss ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✱ ✐❢ Q ✐s t♦♦
❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ✈❡r② ❧♦♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱
✇❤✐❧❡ ✐❢ ✐t ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✱ ✐t ♠❛② ❝❛✉s❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s
❇❛r♦st❛t
▼❛♥② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ♣r❡ss✉r❡ ❛r❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢
❇❡r❡♥❞s❡♥ ❬❇❡r❡♥❞s❡♥ ✶✾✽✹❪✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❢❛❝t ❞♦❡s ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡ ❝♦rr❡❝t ◆P❚ ❡♥s❡♠❜❧❡✱
❛♥❞ t❤❡ ◆♦s❡✲❍♦♦✈❡r ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r♦❞✉❝❡s ◆P❚ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠
t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❛t❤✳ ❚❤❡ ❇❡r❡♥❞s❡♥ ❜❛r♦st❛t ♠♦❞✐✜❡s t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① s✐③❡ ❛♥❞ s❝❛❧❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❜② ❛ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r µ
❣✐✈❡♥ ❜②
µ =
[
1− kδt
τP
(P − P0)
]1/3
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❍❡r❡ τP ✐s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✱ δt ✐s t✐♠❡ st❡♣✱ P0 ✐s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ P
✐s t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤❡ ◆♦sé✲❍♦♦✈❡r ❜❛r♦st❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①✲
t❡r♥❛❧ ♣✐st♦♥ ❛s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❜❛r♦st❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r
♣r❡✲❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❛t s♦♠❡ P ♣r✐♦r t♦ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥ ◆❱❊ ♦r ◆❱❚ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❤♦♣❡s t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣r❡ss✉r❡ ✢✉❝t✉❛t❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡t♣♦✐♥t✳
❈❤❛♣t❡r ✹
❚❤❡ ▼♦❞❡❧
❈♦♥t❡♥ts
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✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✻✶
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❲❡ ❛✐♠ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✉❧tr❛✲
t❤✐♥ ✜❧♠s ♦❢ ❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥ ✭✐✳❡✳ ✐♦♥♦♠❡r✱ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥✮ ✇❤❡♥
❝♦♥✜♥❡❞ ❜② ❛ s✉❜str❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡
♥❡❡❞ ✜rst t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t✇♦ ♠❛❥♦r st❡♣s✿ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ♠♦st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✉♥✐ts ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t❀ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ s❡t ✉♣ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ t❤❛t ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡s❡
❝♦♥st✐t✉❡♥ts✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❛❧ s②st❡♠ ✐♥
t❤❡ ♠♦st r❡❛❧✐st✐❝ ✇❛②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♦♠❡ t❡sts t♦ ❛ss✉r❡
t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆❧s♦✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t✉❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ▼❉ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♠♦❞❡❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ r❡♣♦rt s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r❛t❡❞ ✐♦♥♦♠❡r s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦
✭♠❡♠❜r❛♥❡✮✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥
✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠s✮✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤♦s❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❛t❡r
❞r♦♣❧❡t ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✜♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛❧❧ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❛s♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❛❞♦♣t❡❞✳
✹✳✷ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡
✹✳✷✳✶ ■♦♥♦♠❡r ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ◆❛✜♦♥ ♣♦❧②♠❡r✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝
♣♦❧②t❡tr❛✢✉♦r♦t❤②❧❡♥❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✭❬−CF2 − CF2❪✮ ❛♥❞ ✐♥t❡r❝❛❧❛t❡❞ ♣❡r✢✉♦r✐♥❛t❡❞ s✐❞❡✲
❝❤❛✐♥s✱ t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ str♦♥❣❧② ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
t❤✐s ♣♦❧②♠❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♠✐①❡❞ ❛❧❧✲❛t♦♠s ❛♥❞ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆ ✉♥✐t❡❞✲
✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧
❛t♦♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❈❋✱ ❈❋✷ ❛♥❞ ❈❋✸ ❣r♦✉♣s ❛s s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❡♥tr❡s ❛♥❞
❛ ❢✉❧❧② ❛t♦♠✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❛❞✐❝❛❧ s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ✭❙❖ ✕✸ ✮ ✐♥ t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥✳
❚❤✐s ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣❧❡① ♣♦❧②♠❡r s②st❡♠s✳
■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ♣❛rt✐❛❧ ✉♥✐t❡❞✲❛t♦♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❧❛r❣❡
s②st❡♠ s✐③❡s ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❤❡r❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦♦s✐♥❣ ❛♥② r❡❧❡✈❛♥t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛t♦♠✐❝ ❞❡t❛✐❧s ❬❯r❛t❛ ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ ♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦st
✐s ♠❛✐♥❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ✉♥✐ts ✐♥ t❤❡
s②st❡♠✳
❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ◆❛✜♦♥ ❝❤❛✐♥ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s s❝❤❡♠❛t✲
✐❝❛❧❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❝❤❛✐♥ ♦❢ ✶✻✵
❜♦♥❞❡❞ ♠♦♥♦♠❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✹ ♥♠✳ ✶✵ s✐❞❡✲
❝❤❛✐♥s ✇❡r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ♦❢ ✶✻ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♠♦♥♦♠❡rs✳ ❊❛❝❤ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ❝♦♠♣r✐s❡s
✶✶ ❛t♦♠s ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶ ♥♠✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦♣♦❧♦❣② ❤❛s ❜❡❡♥
❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛t❝❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❡✐❣❤t ♦❢ ◆❛✜♦♥ ∼ ✶✶✹✸✳✵✺ ❣✴♠♦❧ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ✱ ❛
t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ◆❛✜♦♥ ✶✶✼✳
✹✳✷✳✷ ❋♦r❝❡ ✜❡❧❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❚❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❜♦t❤ ❜♦♥❞❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲
❜♦♥❞❡❞ t❡r♠s✳ ■♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜♦♥❞❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❜♦♥❞s✱ ❛♥❣❧❡s✱
❞✐❤❡❞r❛❧s ❛♥❞ ✐♠♣r♦♣❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r
❛♥❞ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥♦♥✲❜♦♥❞❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s
♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❈♦✉❧♦♠❜✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s t❤❡ tr✐❝❦② ♣❛rt ♦❢ s✉❝❤ t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ❝❤♦✐❝❡ ♠✉st ❜❡
❞♦♥❡✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ♦r ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✳
❚❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧✲❛t♦♠✐st✐❝ ♠♦❞❡❧
♦❢ ❱❡♥❦❛t♥❛t❤❛♥ ❬❱❡♥❦❛t♥❛t❤❛♥ ✷✵✵✼❪ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐t❡❞✲❛t♦♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♦♥♦♠❡r ✉♥✐t ✇❡r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ❛♥❞ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡
✐s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ ♥❡✉tr❛❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❤❡❛❞ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❝❤❛r❣❡ ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ ✢❡①✐❜❧❡ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ✭❍✸❖
✰✮ ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞
✹✳✷✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✻✸
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❣❡s ❢♦r ✐♦♥✐③❡❞ ◆❛✜♦♥ ❝❤❛✐♥✱ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥ ❛♥❞
❙P❈✴❊ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡✳
✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦①✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❝❤❛r❣❡s ❢♦r ❤②❞r♦♥✐✉♠
✐♦♥s ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❑✉s❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬❑✉s❛❦❛ ✶✾✾✽❪ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❡r❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ r✐❣✐❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ❙✐♠♣❧❡ P♦✐♥t ❈❤❛r❣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❙P❈✴❊ ♦❢ ❇❡r❡♥❞s❡♥
❡t ❛❧✳ ❬❇❡r❡♥❞s❡♥ ✶✾✽✼❪✳ P❛rt✐❛❧ ❝❤❛r❣❡s ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳
❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥ ❛♥❞ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡
❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡s ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷ ❢♦r ❜♦t❤ ♥♦♥✲❜♦♥❞❡❞ ❛♥❞ ❜♦♥❞❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
♥♦♥✲❜♦♥❞❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ❛t♦♠s t❤❛t ❛r❡
♥♦t ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ❜♦♥❞❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❡✐t❤❡r ❞✐r❡❝t❧② ♦r ✈✐❛ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
❜♦♥❞s ✭✶✲✺ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡❞✮✳ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♠✐①❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▲♦r❡♥t③✲❇❡rt❤❡❧♦t ♠✐①✐♥❣ r✉❧❡s ✭❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✼❜✮✳
❲❡ r❡♠❛r❦ ❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐rst✱ ✐t ❛ss✉r❡s ❛
❣♦♦❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ ❝❤❛r❣❡s✳ ◆❡①t✱ ✐t st✐❧❧ ❛❧❧♦✇s
❛ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❛t t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧✱ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s②st❡♠ ✉♥✐ts t❤❛t
❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣❧❛② ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡
t♦ ❡①tr❛❝t r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❛♥❞ s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠✳ ❇❡❢♦r❡ ❣♦✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐t ✐s
✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ t♦ t❡st t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
s❡✈❡r❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐ts ♠❛✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧
❇♦♥❞❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❇♦♥❞s Ub = kb(r − r0)2 kb(kcal/mol/➴2) ro(nm) # ♦❢ ❜♦♥❞s
S −Os ✺✸✾✳✼✾✷ ✵✳✶✹✸ ✸
CF2 − S ✷✺✸✳✶✼✼ ✵✳✶✼✼✵ ✶
CFn − CFn ✸✵✾✳✸✵✺ ✵✳✶✺✷✻ ✶✾
CFn −O ✸✶✽✳✽✺✾ ✵✳✶✹✶✵ ✹
Oh −Hh ✭❤②❞r♦♥✐✉♠✮ ✺✺✸✳✷✽✺ ✵✳✵✾✼✵ ✸
Ow −Hw ✭✇❛t❡r✮ ✸✶✹✳✼✵✵ ✵✳✶✵✵ ✷
❆♥❣❧❡s Uθ = kθ(θ − θ0)2 kθ(kcal/mol/rad2) θo(degrees) # ♦❢ ❛♥❣❧❡s
Os − S −Os ✼✹✳✺✷✵ ✶✶✾✳✾✸ ✸
CF2 − S −Os ✻✻✳✺✶✽ ✶✵✽✳✹✷ ✸
CF2 − CF2 − S ✻✷✳✸✸✾ ✶✶✷✳✵✵ ✶
CFn − CFn −OE ✺✼✳✸✷✸ ✶✵✾✳✺✼ ✹
CFn −OE − CFn ✹✵✳✵✵✼ ✶✵✾✳✺✵ ✷
CFn − CFn − CFn ✭❜❛❝❦❜♦♥❡✮ ✸✾✳✽✽✼ ✶✵✾✳✺✼ ✶✺
Hh −Oh −Hh ✭❤②❞r♦♥✐✉♠✮ ✸✻✳✺✻✼ ✶✶✶✳✻✺ ✸
Hw −Ow −Hw ✭✇❛t❡r✮ ✸✷✷✳✼✺ ✶✵✾✳✹✼ ✶
❉✐❤❡❞r❛❧s Uφ = kφ[1 + dcos(nφ)] kφ(kcal/mol) d = 1;n = 3 # ♦❢ ❞✐❤❡❞r❛❧s
CF2 − CF2 − S −Os ✵✳✻✾✷✻✺ ✶
OE − CF2 − CF2 − S ✵✳✾✵✼✻✶ ✶
CF −OE − CF2 − CF2 ✵✳✾✵✼✻✶ ✶
CF − CF2 −OE − CF ✵✳✾✵✼✻✶ ✶
OE − CF2 − CF − CF2 ✵✳✾✵✼✻✶ ✶
CFn − CFn − CFn − CFn ✭❜❛❝❦❜♦♥❡✮ ✶✳✹✵✾✶✾ ✶✼
■♠♣r♦♣❡rs Uχ = kχ(χ− χ0) kχ(kcal/mol/rad2) χo(degrees) # ♦❢ ✐♠♣r♦♣❡rs
Os − S −Os −Os ✾✾✳✾✸✸✶✷✸ ✸✺✳✸ ✶
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❇♦♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✴✇❛t❡r s②st❡♠✳
✹✳✷✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✻✺
◆♦♥✲❜♦♥❞❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ULJ = 4ε[(σ/r)
12 − (σ/r)6] ε(kcal/mol) σ(nm)
S ✵✳✷✺✵✵✵✹ ✵✳✸✺✻✸✻✷
Os ✵✳✷✶✵✶✵✶ ✵✳✷✾✸✾✾✹
CFn ✵✳✶✵✾✹✻✽ ✵✳✸✹✵✸✷✷
OE ✵✳✶✻✾✾✶✶ ✵✳✸✵✷✾✶✸
Oh ✭❤②❞r♦♥✐✉♠✮ ✵✳✶✺✺✸✸✸ ✵✳✸✶✻✵✵✽
Ow ✭✇❛t❡r✮ ✵✳✶✺✺✸✸✸ ✵✳✸✶✻✻✻
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ◆♦♥✲❜♦♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✴✇❛t❡r s②st❡♠✳
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
✹✳✷✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡
■♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ✶✵ ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥s✱ ✶✵✵ ❤②❞r♦✲
♥✐✉♠ ✐♦♥s ❛♥❞ ◆ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥t♦ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
✈❡r② ❧♦✇ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ✭∼ 10−3 ❣✴❝♠3✮✳ ◆ ✐s s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✇❛t❡r ❝♦♥✲
t❡♥ts λ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♣❡r s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♣♦s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ✐♥s✐❞❡ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦①✳ ■♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❡❛❝❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s r♦t❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✐ts ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ✉s✐♥❣
t❤r❡❡ r❛♥❞♦♠ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳ ❇♦t❤ s✐♥❣❧❡ ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥ t♦♣♦❧♦❣②✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦rr❡❝t
♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❜♦♥❞s✱ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❞✐❤❡❞r❛❧s✱ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥✲❤♦✉s❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❈ ❝♦❞❡✳ P❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♠♣♦s❡❞
✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ s②st❡♠ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡✈♦❧✈❡s ✐♥ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭❛t ❝♦♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s ◆✱ ✈♦❧✉♠❡ ❱ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❊✮ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② s❤♦rt ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡ st❡♣ ✭∼ 10−7 ❢s✮
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✈❡r❧❛♣s ♦❢ ❛t♦♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛♠♦✉♥t ✐♥ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❢♦r❝❡s✳ ◆❡①t✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❛t ❝♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❚✮✱ ✉s✐♥❣ ❛ ◆♦s❡✲
❍♦♦✈❡r t❤❡r♠♦st❛t ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶✵✵ ▼❉ st❡♣s✱ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ✭P✮✱
❜② ✉s✐♥❣ ❇❡r❡♥❞s❡♥ ❜❛r♦st❛t ✇✐t❤ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✺✵✵ t❤♦✉s❛♥❞ ▼❉ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡
◆P❚ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✐s♦tr♦♣✐❝❛❧❧② ✢✉❝t✉❛t❡ t♦ ♠❛t❝❤
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉❜✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②
✈❛r✐❡s ✐♥ t✐♠❡✳
✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧
❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✇❡r❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱❡r❧❡t s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ st❡♣
✉s❡❞ ❢♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ δt = 1 ❢s ❢♦r ✸✵✵ ❑ ❛♥❞ ✷✳✺ ❢s
❢♦r ✸✺✵ ❑✳ ❚❤❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✇❡r❡
tr✉♥❝❛t❡❞ ❛t ✵✳✾✽ ♥♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❛rt❡❢❛❝ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝✲
tr♦st❛t✐❝ ❢♦r❝❡s✱ t❤❡ PPP▼ ✭P❛rt✐❝❧❡✲P❛rt✐❝❧❡✴P❛rt✐❝❧❡✲▼❡s❤✮ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✮✳ ❲❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s
✇❡r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s r✐❣✐❞ ❜♦❞✐❡s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❙❍❆❑❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❘②❝❦❛❡rt ✶✾✼✼❪✱ ✐♥ ♦r✲
❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❖✲❍ ❞✐st❛♥❝❡ ✜①❡❞ ❛t 0.1nm ❛♥❞ t❤❡ ❍✲❖✲❍ ❛♥❣❧❡ ❛t 109.47◦✳ ❚❤❡
❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✢❡①✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❛❝❦✲
❛❣❡ ▲❆▼▼P❙ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝❡♣t ✜①✐♥❣ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢
t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡
♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❘❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❜✐❣ s②st❡♠s ❛s t❤♦s❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❛② t♦ ♦✈❡r❝❛♠❡
❧♦❝❛❧ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❜❛rr✐❡rs✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ t♦ r❡❧❛① ✐♥ ❛ ❣♦♦❞
❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❜❛s❡ ❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✜rst ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❛t ❛ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡♥ s❧♦✇❧② ❝♦♦❧❡❞
❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❛s r❡❛❝❤❡❞ ❜② ♣❡r✲
❢♦r♠✐♥❣ r❡♣❡❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ◆P❚ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✈❡r② ❧♦♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛t
❝♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥s✐st❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛r❧② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ❢r♦♠ ✸✵✵✴✸✺✵ ❑ t♦ ✽✵✵ ❑ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✵✳✺ ♥s✱ ❦❡❡♣ ✐t ❛t ✽✵✵ ❑ ♦✈❡r
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✵✳✺ ♥s ❛♥❞✱ t❤❡♥✱ ❝♦♦❧ ✐t ❞♦✇♥ t♦ ✸✵✵✴✸✺✵ ❑ ♦✈❡r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✵✳✺ ♥s✳ ❚❤❡
❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✇❛s r❡♣❡❛t❡❞ t❤r❡❡ t✐♠❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❜❛r♦st❛t ✇❛s r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✐s
r✉♥ ♦✈❡r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✶ ♥s ✐♥ t❤❡ ◆❱❚ ❡♥s❡♠❜❧❡✳
❖♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ✇❛s ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛t ❛♠❜✐❡♥t
♣r❡ss✉r❡ ✭P = 1 ❛t♠✮✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s r✉♥s✱ t❤❡ t♦t❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❛s ❛❜♦✉t
✷✺ ♥s✳ ❖♥❧② t❤❡ ❧❛st ✺ ♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r② ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s r❡✲
♣♦rt❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠ ✇❡r❡ s❛✈❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❛
❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ t✐♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦✲
❛❣❡ ▲❆▼▼P❙ ✭▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❆t♦♠✐❝✴▼♦❧❡❝✉❧❛r ▼❛ss✐✈❡❧② P❛r❛❧❧❡❧ ❙✐♠✉❧❛t♦r✮✱ ❞❡s✐❣♥❡❞
✹✳✸✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✻✼
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ ❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛t T = 350 ❑ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t❀ ❚❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ❜❡❛❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ②❡❧❧♦✇✱ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ✐♥ ❜❧✉❡✱ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐t❡✱ ❛♥❞ ◆❛✜♦♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡s ✐♥
❜r♦✇♥
t♦ r✉♥ ♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ✉s✐♥❣ ▼P■ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬P❧✐♠♣t♦♥ ✶✾✾✺❪✳
✹✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❚❤❡
❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❤②✲
❞r♦♣❤✐❧✐❝✴❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♣❤❛s❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ♠❛ss ❞❡♥s✐t②✱ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
❛♥❞ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳
✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧
✹✳✸✳✶ ▼❡♠❜r❛♥❡ str✉❝t✉r❡
■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ✇❡ s❤♦✇ t②♣✐❝❛❧ s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ ❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❛t
T = 350 ❑ ❢♦r λ = 2, 6, 11 ❛♥❞ ✷✷✳ ❚❤❡s❡ s♥❛♣s❤♦ts ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✐❝t✉r❡
♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ◆❛✜♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✇✐t❤ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦♣❤♦✲
❜✐❝ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ✭②❡❧❧♦✇ ❜❡❛❞s✮ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞
❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❝❤❛✐♥s ✭❜r♦✇♥ ❜❡❛❞s✮ ❛♥❞ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s
✭❜❧✉❡ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ❜❡❛❞s✮✳ ❚❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ❞❡❧✐♠✐t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡s✱
✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t ❛t ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ✭∼ ✹✲✺ ♥♠✮
✐s ♥♦t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❞ s✐③❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝
❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ❛t ❧❛r❣❡r ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❧✉st❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ❜♦t❤
❞♦♠❛✐♥s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❲❡s❝♦tt ✷✵✵✻✱ ▼❛❧❡❦ ✷✵✵✽❪✳
■♥ t❛❜❧❡ ✹✳✸ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t ✸✵✵ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤✐❧❡ λ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ str✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❤②❞r❛t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s✇❡❧❧✐♥❣
♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞❡♥✲
s✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❜❛❝❦❜♦♥❡
♠❛ss❡s ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦❧②♠❡r ❞❡♥s✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ✐♥ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ▼❉ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ t❤❛♥ ✐♥
r❡❛❧✐t② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦①✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡
❛r❡ ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
▼❛ss ❉❡♥s✐t② (g/cm3)
✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts ✭λ✮ ❞❡♥s✐t② ✭T = 300 ❑✮ ❞❡♥s✐t② ✭T = 350 ❑✮
✷ ✷✳✷✹ ✷✳✶✹
✹ ✷✳✵✸ ✶✳✾✼
✻ ✶✳✽✼ ✶✳✽✵
✶✶ ✶✳✺✸ ✶✳✹✽
✷✵ ✶✳✶✻ ✶✳✶✶
✷✷ ✶✳✵✾ ✶✳✵✻
❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts ❛♥❞ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡s T = 300 ❑ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑✳
✹✳✸✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✻✾
■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡
r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❘❉❋✮✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t②
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①tr❛❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■t ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ r✳ ■t ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿
gαβ(r) =
Ld
F (r, d)NαNβ
∑
iε|α|
∑
jε|β|
〈δ(r − rij)〉 , ✭✹✳✶✮
✇❤❡r❡ Nα ❛♥❞ Nβ ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t②♣❡ α ❛♥❞ β r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ d ✐s t❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ✭d = 1✱ ✷ ♦r ✸✮✳ F (r, d) ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❛s
F (r, 1) = 2✱ F (r, 2) = 2πr ❛♥❞ F (r, 3) = 4πr2✳ ❆t ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r✱ gαβ(r) ❣♦❡s t♦
✶✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✮✳ ❱❛❧✉❡s t❤❛t
❞✐✛❡r ❢r♦♠ ✶✳✵ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♦r s✉♣♣r❡ss❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚❤❡ gαβ(r) ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐rs✱ α ❛♥❞ β✱ ✐♥ ❤②❞r❛t❡❞ ✐♦♥♦♠❡r ❛t T = 350 ❑
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛t T = 300 ❑ ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳ ■♥
✜❣✉r❡ ✹✳✸✳✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ✇❡ s❤♦✇ gSOw(r) ❛♥❞ gSOh(r) ❛t ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❘❉❋s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❧♣❤✉r ❛t♦♠ ♦❢ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ t❤❡ ♦①②❣❡♥
❛t♦♠ ♦❢ t❤❡ ❍✷❖ ❛♥❞ ❍✸❖
✰ ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❜♦t❤ ❘❉❋s✱ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ♦❝❝✉rs ❛r♦✉♥❞
✵✳✸✼ ♥♠ ❛♥❞ t❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ λ✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❖ ✕✸ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst
♣❡❛❦ ✐♥ gSOh(r) ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ gSOw(r)✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❍✸❖
✰ ❛r❡ str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞
t♦ ❙❖ ✕✸ ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❍✸❖
✰ ❛r❡ ♠♦st❧② ❢♦✉♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ s✉❧♣❤✉r ❛t♦♠s✳ ❚❤✐s ✐s
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ str♦♥❣ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❍✸❖
✰
❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ s✉❧❢♦♥❛t❡ ♦①②❣❡♥✳
❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐♥ gSOh(r) ❞❡❝r❡❛s❡s ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ λ✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐✲
❝❛t❡s t❤❛t ❢❡✇❡r ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s r❡s✐❞❡ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ✇❤❡♥ t❤❡
♠❡♠❜r❛♥❡ ✐s ✇❡❧❧ ❤②❞r❛t❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡
s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣ s❤♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✳ ❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳✭❛✮
s❤♦✇s ♦♣♣♦s✐t❡ tr❡♥❞s ✭t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❛t❡r ❝♦♥✲
t❡♥ts✮✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡s❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ✐♥ ♣❛rt r❡✢❡❝t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❘❉❋
✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛t❡r ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✳ ❖♥❡
✇❛② t♦ ❛✈♦✐❞ ✇r♦♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜rst ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✭nαβ✮✱
✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❘❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐rs ✐♥ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T = 350 ❑ ❛♥❞ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t λ✳ ❙✿ s✉❧♣❤✉r ♦❢ ❙❖✕✸ ❀
Ow✿ ♦①②❣❡♥ ♦❢ ❍✷❖ ❀ Oh✿ ♦①②❣❡♥ ♦❢ ❍✸❖
✰ ❀
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ t②♣❡ β ✐♥ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❤❡❧❧ ♦❢
♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ t②♣❡ α✳ ■t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
nαβ = 4π
∫ Rc
0
r2gαβ(r)ρ dr, ✭✹✳✷✮
✹✳✸✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✼✶
✇❤❡r❡ ρ = Nβ/V ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ Rc ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ gαβ(r)✳
❚❤❡ t❛❜❧❡ ✹✳✹ s❤♦✇ t❤❡ ✜rst ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛✐rs✳
❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s
✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❍✸❖
✰ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ ❛❧♠♦st
✸ ✐♦♥s ♣❡r s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ❛t λ = 2✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❍✸❖
✰ ✐s s❤❛r❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧
s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ r❡♣♦rt❡❞
❜② ❱❡♥❦❛t♥❛t❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬❱❡♥❦❛t♥❛t❤❛♥ ✷✵✵✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♠❛ss
❞❡♥s✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ✇❡ s❤♦✇ gOhOw(r) ❛♥❞ gOwOw(r) ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❘❉❋
❜❡t✇❡❡♥ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ♦❢ ✇❛t❡r✲❤②❞r♦♥✐✉♠ ❛♥❞ ✇❛t❡r✲✇❛t❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇♦t❤ ❘❉❋s
s❤♦✇ ❛ ✜rst ♣❡❛❦ ❛t ✵✳✷✻ ♥♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦①②❣❡♥✲♦①②❣❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst
s♦❧✈❛t✐♦♥ s❤❡❧❧✳ ❚❤❡ gOhOw(r) s❤♦✇s str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❍✷❖ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❍✸❖
✰ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✶✳✼✺ ❢♦r λ = 2 t♦ ✹✳✹✷ ❢♦r λ = 22✳
❚❤❡ gOwOw(r) ❡①❤✐❜✐ts s✐♠✐❧❛r tr❡♥❞s✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst s♦❧✈❛t✐♦♥ s❤❡❧❧ ❛✉❣♠❡♥ts ❢r♦♠ ✷✳✷✻ ❢♦r λ = 2
t♦ ✹✳✻✹ ❢♦r λ = 22✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❜❡❤❛✈❡ ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭nbulkOwOw = 5.34✮✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡
♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬❉❡✈❛♥❛t❤❛♥ ✷✵✵✼❜✱ ❱❡♥❦❛t♥❛t❤❛♥ ✷✵✵✼❪✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳✭❡✮ ❛♥❞ ✭❢✮ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ s✉❧♣❤✉r✲s✉❧♣❤✉r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠✲❤②❞r♦♥✐✉♠
❘❉❋s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ gOhOh(r) ✐s ❝❧❡❛r❧② ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② gSS(r)✳ ❚❤❡ ✜rst
♣❡❛❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❧♣❤✉r ❛t♦♠s✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❤②❞r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ s❤✐❢ts ❢r♦♠ ✵✳✹✼ ♥♠ ❢♦r λ = 2 t♦ ✵✳✻✷ ♥♠ ❢♦r λ = 22✳ ❲❤❡♥
t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❖ ✕✸ ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣♦❧②♠❡r
❝❤❛✐♥s ✭∼ 2.2 ♥♠✮✱ ✐t ♠❛❦❡s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥ ❝❤❛✐♥s ❛❣❣❧♦♠❡r✲
❛t❡ t♦ ❢♦r♠ ✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡rs ❞❡s♣✐t❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s✳ ❲✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ λ✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❧♣❤✉r ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ s✉❧♣❤✉r ❛t♦♠ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✸✳✻✼ t♦
✵✳✾✹✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ♠♦✈❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❤✐❧❡ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s ♠♦✈❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡♠✳ ❚❤❡ tr❡♥❞s ✐♥ gSS(r) ❛❣r❡❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❉❡✈❛♥❛t❤❛♥
❡t ❛❧✳ ❬❉❡✈❛♥❛t❤❛♥ ✷✵✵✼❛❪✳
❙✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭T = 300 ❑✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
t❛❜❧❡ ✹✳✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❉❡✈❛♥❛t❤❛♥ ✷✵✵✼❛✱ ❈✉✐ ✷✵✵✼✱ ❱❡♥❦❛t♥❛t❤❛♥ ✷✵✵✼❪✳ ❚❤❡ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧
❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ◆✉♠❜❡r
✇❛t❡r T = 300K T = 350K
❝♦♥t❡♥ts ✭λ✮ nSOw nSOh nOhOw nOwOw nSS nSOw nSOh nOhOw nOwOw nSS
✷ ✸✳✶✻ ✷✳✾✻ ✶✳✼✹ ✷✳✺✻ ✸✳✼✺ ✸✳✷✸ ✷✳✾✾ ✶✳✼✺ ✷✳✷✻ ✸✳✻✼
✹ ✹✳✽✶ ✷✳✸✶ ✷✳✻✸ ✸✳✺✷ ✷✳✼✹ ✹✳✾✵ ✷✳✷✽ ✷✳✼✹ ✸✳✷✼ ✷✳✻✾
✻ ✺✳✺✷ ✶✳✾✸ ✸✳✶✼ ✸✳✾✽ ✷✳✸✼ ✺✳✽✶ ✶✳✼✽ ✸✳✸✸ ✸✳✻✸ ✶✳✾✾
✶✶ ✻✳✺✼ ✶✳✸✺ ✸✳✾✵ ✹✳✸✺ ✶✳✺✷ ✻✳✺✼ ✶✳✸✸ ✸✳✾✵ ✹✳✷✽ ✶✳✹✺
✷✵ ✼✳✷✾ ✵✳✽✸ ✹✳✺✵ ✹✳✻✻ ✶✳✵✶ ✼✳✶✸ ✵✳✾✸ ✹✳✸✾ ✹✳✺✺ ✵✳✾✺
✷✷ ✼✳✷✶ ✵✳✾✺ ✹✳✸✽ ✹✳✼✾ ✶✳✵✾ ✼✳✶✼ ✵✳✾✷ ✹✳✹✷ ✹✳✻✹ ✵✳✾✹
❙P❈✴❊ ✺✳✸✻ ✺✳✸✹
❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ❋✐rst s❤❡❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛t ✸✵✵ ❑
❛♥❞ ✸✺✵ ❑✳ ❚❤❡ Rc ✉s❡❞ ✇❤❡r❡ ✵✳✹✺ ♥♠ ❢♦r s✉❧♣❤✉r✲✇❛t❡r✱ ✵✳✸✺ ♥♠ ❢♦r
✇❛t❡r✲✇❛t❡r ❛♥❞ ✇❛t❡r✲❤②❞r♦♥✐✉♠ ❛♥❞ ✵✳✻✹ ♥♠ ❢♦r s✉❧♣❤✉r✲s✉❧♣❤✉r✱ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts λ✳
✐♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♠♦♥♦♠❡r ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥
♦✉r r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s
✐♥ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡✳
✹✳✸✳✷ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦♥
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s✳ ❋✐rst ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭▼❙❉✮ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❞✐✛✉s✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ▼❙❉ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ tr❛✈❡❧s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥
t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✱
〈r2(t)〉 = 1
N
N∑
i=1
|~ri(t)− ~ri(0)|2, ✭✹✳✸✮
✇❤❡r❡ ~ri(t) ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ 〈...〉 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞
❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❛s st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ▼❙❉
♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s T = 300 ❑ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s
❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ✈❡r② s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t s❤♦rt t✐♠❡
✐♥t❡r✈❛❧ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❜❡❤❛✈❡ ❛s ❢r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t✐♠❡ ✭t2✮✳ ❇❡②♦♥❞ t❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ i ✐s
✹✳✸✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✼✸
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ▼❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛t ✭❛✮ T = 300 ❑
❛♥❞ ✭❜✮ ✸✺✵ ❑
❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♠♣❡❞❡❞ ❞✉❡ t♦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ t❤✉s t❤❡ ▼❙❉ ✐♥❝r❡❛s❡s
♦♥❧② ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐✛✉s✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ ▼❙❉ t❤❡ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t D✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ r❡❧❛t✐♦♥✱
D = lim
t→∞
1
2dt
〈r2()〉, ✭✹✳✹✮
✇❤❡r❡ t ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ d ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡
D✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ✜t t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡
✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ ▼❙❉✱ ✇❤❡r❡ ❛✈❡r❛❣❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
♦♥❧② ♦✈❡r ❢❡✇ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ s②st❡♠ s♥❛♣s❤♦ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❛♣✐❞❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❛rt✳
❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✷ ♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ▼❙❉ ❝✉r✈❡s✳
■♥ t❛❜❧❡ ✹✳✺✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❡❢✲
❢❡❝ts ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳ ❚❤❡ ✇❛t❡r
❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❧❡❛r❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡
✇❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ ❜✉❧❦ ✇❛t❡r✱ ❞✉❡ t♦ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t
❡✛❡❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐s ❤✐❣❤❧② ❤②❞r❛t❡❞
t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r s❤♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ♣✉r❡ ❧✐q✉✐❞ ✇❛t❡r✳ ❚❤❡
❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s❤♦✇s t❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞s✱ ❛♥❞ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s ❛❜♦✉t ✸ t✐♠❡s
❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉✲
✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧
❉✐✛✉s✐♦♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ✲ ❉ ✭×10−5cm2/s✮
T = 300K T = 350K
✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts ✭λ✮ DH2O DH3O+ DH2O DH3O+
✷ 0.05± 0.007 0.01± 0.001 0.28± 0.011 0.04± 0.005
✹ 0.21± 0.009 0.04± 0.005 0.54± 0.006 0.13± 0.007
✻ 0.36± 0.018 0.10± 0.014 0.80± 0.020 0.24± 0.016
✶✶ 0.75± 0.010 0.23± 0.021 1.81± 0.015 0.62± 0.013
✷✵ 1.21± 0.006 0.41± 0.024 2.87± 0.013 1.07± 0.028
✷✷ 1.34± 0.014 0.42± 0.032 2.94± 0.008 1.22± 0.020
❙P❈✴❊ ❜✉❧❦ 2.78± 0.002 7.88± 0.086
❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ ❙❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❛t t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡s T = 300 ❑ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑✳ ∗●♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♣✉❜❧✐s❝❤❡❞
❜② ▼❛r❦ ❡t ❛❧✳ ♦❢ ✷✳✼✭✵✳✶✷✮❬▼❛r❦ ✷✵✵✶❪
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❙❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✭❛✮ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ✭❜✮ ❤②❞r♦✲
♥✐✉♠ ✐♦♥s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ λ✱ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s T = 300 ❑ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑
s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ❜② ❑r❡✉❡r ❡t ❛❧✳
❬❑r❡✉❡r ✷✵✵✹❪✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❛r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✐sts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤②❞r♦✲
♥✐✉♠ ✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ♣r♦t♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭✇❤✐❝❤ ❤❛s q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦r✐❣✐♥✮✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❢♦r ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ●r♦tt❤✉s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜✉t ♦♥❧② ✈❡❤✐❝✉❧❛r ❞✐✛✉s✐✈✐t②✳
❲✐t❤♦✉t t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r
t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥✲
✹✳✹✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✴♣❤✐❧✐❝
s✉r❢❛❝❡ ✼✺
t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ✱ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ ❜✐♥❞ t❤❡ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥
t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✳
✹✳✹ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❤②✲
❞r♦♣❤♦❜✐❝✴♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡
✹✳✹✳✶ ■♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦❞❡❧
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐♦♥♦♠❡r✱
✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s✱ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❛❧ ◆❛✜♦♥ s②st❡♠✳ ◆❡①t st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤✐s s②st❡♠ ✇❤❡♥
❝♦♥✜♥❡❞ ❜② ❛♥② s✉❜str❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦✲
❜✐❝ ♦r ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ s✉❝❤
❛s str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ✈✐rt✉❛❧❧② ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t②
✐s ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣♦❧❛r✐t② ❜② r❡s❝❛❧✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❛t♦♠✐❝ ❝❤❛r❣❡s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❬●✐♦✈❛♠❜❛tt✐st❛ ✷✵✵✼✱ ❈❛str✐❧❧ó♥ ✷✵✵✾❪✳ ■♥ ❛ s✐♠♣❧❡r ✇❛②✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛❧❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ s✉r✲
❢❛❝❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠♦❞✐❢② ✇❡tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❬◆✐❥♠❡✐❥❡r ✶✾✾✵❪✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦✉r s②st❡♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛❧✲
❧♦✇s r❡❞✉❝✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✇✐t❤♦✉t ❧♦s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❡tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢❡❛t✉r❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠✐♠✐❝ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡s ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♥❡✐t❤❡r str✉❝t✉r❡ ♥♦r ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❝♦♥✲
s✐sts ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✢❛t ❛♥❞ ♥♦♥✲str✉❝t✉r❡❞ ✇❛❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s②st❡♠
✉♥✐ts ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✈✐❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ❤❛s ❛❧r❡❛❞②
❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ st✉❞✐❡s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧✐q✉✐❞s ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❧✐❦❡ ♣✉r❡ ✇❛t❡r
✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t❧② s♠♦♦t❤ ✇❛❧❧s ❬❙❝❤❡✐❞❧❡r ✷✵✵✷✱ ❙♣♦❤r ✶✾✽✽❪✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥✐t ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧ ✇❛s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✾✲✸ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧✱
U93LJ = εwall
[
5
12
(σwall
z
)9
−
(σwall
z
)3]
. ✭✹✳✺✮
❍❡r❡✱ z ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✉♥✐t ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛♥❞ εwall ❛♥❞ σwall ❛r❡ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② t✉♥❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧②
✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧
♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ z ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳ U93LJ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r ❛ ✸❉ ❤❛❧❢✲❧❛tt✐❝❡
♦❢ ✶✷✲✻ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣❛rt✐❝❧❡s ❬❆❜r❛❤❛♠ ✶✾✼✼❪✳ ■t ❤❛s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ r❡♣✉❧s✐✈❡ ♣❛rt✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② σwall✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣❛rt✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② εwall ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ✾✲✸ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ εwall✱
❦❡❡♣✐♥❣ σwall = 0.32 ♥♠
■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡tt✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✱ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛✣♥✐t② ✇✐t❤ ✇❛✲
t❡r ✐s ❡❛s✐❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ✈✐❛ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣❛r❛♠❡t❡r
εwall✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ s②st❡♠ ✉♥✐ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✉♥✐t✿ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ♦❢
❍✷❖ ✱ ❙❖
✕
✸ ❛♥❞ ❍✸❖
✰ ❀ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❜❡❛❞s ❡①❝❡♣t❡❞ ❙❖ ✕✸
❣r♦✉♣s✳ ❇♦t❤ ✉♥✐t t②♣❡s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛❧❧ ✈✐❛ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✹✳✺✱ ❜✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ εphilic ❛♥❞ εphobic ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❛s
✜①❡❞ ❛t εphobic = 0.5 ❦❝❛❧✴♠♦❧✱ ✇❤✐❧❡ εphilic ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✈❛r✐❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✵✳✶✷✺
t♦ ✷✳✵ ❦❝❛❧✴♠♦❧✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ εphobic ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ t②♣✐❝❛❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ✉♥✐ts ❛♥❞ ❝❛r❜♦♥ s❤❡❡t✳ ❋♦r ❜♦t❤ ✉♥✐t t②♣❡s✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤
s❝❛❧❡ σwall ✐s ✜①❡❞ t♦ ✵✳✸✷ ♥♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉t♦✛ r❛❞✐✉s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳✺ ♥♠✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
σwall ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✐③❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣♦❧②♠❡r ✉♥✐ts✳
❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ✇❛t❡r✴✇❛❧❧ ❛♥❞ ✇❛t❡r✴✐♦♥♦♠❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♠♦st❧② ❝♦♥tr♦❧ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s
♦❢ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥❧② ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✇❛✲
t❡r✴✇❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✴✇❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❡ s❛♠❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✹✳✹✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✴♣❤✐❧✐❝
s✉r❢❛❝❡ ✼✼
❛ s✐♠♣❧❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② t❤❡ ❛✣♥✐t②
✇✐t❤ ✇❛t❡r ❬▼❛s❤✐♦ ✷✵✶✵✱ ●✐♦✈❛♠❜❛tt✐st❛ ✷✵✵✼❪✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❝❤❛♥❣❡s ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✭❛♣♦❧❛r✮ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♠♦♥♦♠❡rs ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡② ❛✛❡❝t ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤✐s s✉♣♣♦rts t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t②
♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♠♣❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ♦♥ ✐♦♥♦♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡✴s✉r❢❛❝❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❥✉st✐✜❡s ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ εphobic ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱
✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❞❡❡❞ ♣r❡❞✐❝t ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛t❡r ✇❡tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ✇❡ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✴❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❛t❡r ❞r♦♣❧❡t
❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡s✳
✹✳✹✳✷ ❙✉r❢❛❝❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❛✲
t❡r ❞r♦♣❧❡t ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡
❚❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♦r ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ❛♥② s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✇❡tt✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛ ✇❛t❡r ❞r♦♣❧❡t ✐s ❣❡♥t❧② ❞❡♣♦s✐t❡❞
♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✇❡tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r s❤♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s εphilic✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✺✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧
♠❡❛♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r εphilic✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r
❞r♦♣❧❡ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ θ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❞r♦♣❧❡ts✳ θ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣✳ ❇② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ t❤❡
❛♥❣❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t②✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ✈❡r② ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡✱
t❤❡ ❞r♦♣ s♣r❡❛❞s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛♥❞ θ → 0✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛❝❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ εphilic✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ▼♦❧❡❝✲
✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ❞r♦♣❧❡ts ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ t♦t❛❧
♦❢ 3500 ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❤✉❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 20× 20× 20 ♥♠3
✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❛t ◆❱❚ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✲r❡s❝❛❧✐♥❣ t❤❡r✲
♠♦st❛t✳ ❆ ❧✐q✉✐❞ ✇❛t❡r s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r ✐s ❢♦r♠❡❞ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T = 300 ❑✳ ❆❢t❡r
❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✇❛s ♣✉t ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ✾✲✸ ▲❏ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ s②s✲
t❡♠ ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ✇❛❧❧ ♣❧❛❝❡❞ ❛t z = 0.0✳ P❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡
✉s❡❞ ♦♥❧② ✐♥ xy ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① s✐③❡ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❜♦①❡s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r ✷ ♥s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡ st❡♣
♦❢ ✶ ❢s✳
✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❙♥❛♣s❤♦t✿ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✸✺✵✵ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ✾✲✸ ▲❏ ✇❛❧❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ εphilic✳ ❚❤❡ ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ ✇❛t❡r ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② θ✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ s❤♦✇s t❤❡ s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ✇❛t❡r ❞r♦♣❧❡ts ❢♦r ✹ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ εphilic ✭✵✳✷✺✱ ✶✳✵✱ ✶✳✺ ❛♥❞ ✷✳✵ ❦❝❛❧✴♠♦❧✮✳ ❚❤❡ s♥❛♣s❤♦ts ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❡
❣r♦✇t❤ ♦❢ ✇❡tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ εphilic✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝
t♦ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✐s ❡✈✐❞❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ❜②
❞✐r❡❝t❧② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t✳ ❚❤❡ ❝♦♥t♦✉r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞r♦♣❧❡t
♣r♦✜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬❙❤✐ ✷✵✵✾✱ ❲❡r❞❡r ✷✵✵✸❪✿ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❜✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s❡ ♦♥ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛①✐s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❞r♦♣❧❡t ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss✳ ❚❤❡ ❜✐♥s ❤❛✈❡ ❛ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ✵✳✺ ♥♠ s❡♣❛r❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❜②
✵✳✷ ♥♠✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❜✐♥✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✱ t❤❛t ✐s t❤❡
❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ s❧❛❜ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣ r❛❞✐✉s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❜✐♥
✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❞r♦♣ r❛❞✐✉s ✭❞r♦♣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮✱ rdrop✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❢❛❧❧s t♦ ✵✳✷ ❣✴❝♠3✳ ❚❤❡ ❞r♦♣❧❡t ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢
✹✳✹✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✴♣❤✐❧✐❝
s✉r❢❛❝❡ ✼✾
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ✭❛✮ ❲❛t❡r ❞r♦♣❧❡t ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r εphilic✳ ✭❜✮ ❈♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❞r♦♣❧❡t ♣r♦✜❧❡ ✈✐❛ ✜tt✐♥❣
♠❡t❤♦❞ t♦ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ✈❛r✐❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ εphilic✳
εphilic ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✳
εphilic ✭❦❝❛❧✴♠♦❧✮ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ✲ θ ✭❞❡❣r❡❡s✮
✵✳✶✷✺ 163.02◦
✵✳✷✺ 151.31◦
✵✳✺ 136.34◦
✶✳✵ 100.94◦
✶✳✺ 69.09◦
✷✳✵ 29.74◦
❚❛❜❧❡ ✹✳✻✿ ❲❛t❡r ❞r♦♣❧❡t ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ❢♦r ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ εphilic
❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞r♦♣ ♣r♦✜❧❡s ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✱ ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ ❢♦r♠s ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ♦r t❤❡ ❞r♦♣❧❡t ✐ts❡❧❢ ❢♦r♠s
❛ ♣❛rt✐❛❧ s♣❤❡r❡✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❜❡st ✜t t❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ✐s ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
✇❛❧❧ s✉r❢❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ θ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ θ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢
εphilic✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✳✭❜✮ s❤♦✇s ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ εphilic✳ ❚❤❡
♣r❡❝✐s❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✻✳
❚❤❡ ♣❧♦ts ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✽ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❢r♦♠
❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ t♦ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ✇❛❧❧ ♦♥❧② ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ εphilic✳ ❚❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ t♦ t❤❡ εphilic ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✻ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r
✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧
t♦ ✜♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ❜❡tt❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ❞r♦♣❧❡t ♦♥ ❛ ♣❧❛t✐♥✉♠ s✉r❢❛❝❡ s❤♦✇s ❛
❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ❛r♦✉♥❞ ✷✵✲✸✵◦ ❬❙❤✐ ✷✵✵✾❪✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s t❤❡ ❝♦♥t❛❝t
❛♥❣❧❡ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✶✵✵ t♦ ✶✵✻◦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❣r❛♣❤✐t❡ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✶✶✵ t♦ ✶✶✺◦✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛t♦♠s ❬❲❡r❞❡r ✷✵✵✸✱ ❲❡r❞❡r ✷✵✵✶❪✳ ❋♦r
s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ✹ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
s❤♦✇❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❛❞♦♣t❡❞✳
✹✳✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠
■♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ◆❛✜♦♥ ✐♦♥♦♠❡r✱ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s✱
❛♥❞ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ♥♦♥✲str✉❝t✉r❡❞ ✾✲✸ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ✇❛❧❧ ✭✾✲✸ ▲❏✮✳
❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ✷✵ ♣♦❧②♠❡rs ❝❤❛✐♥s✱ ✷✵✵ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❛♥❞ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s
s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t λ✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ✐s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✳ ❚❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜①❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛
✜❧♠ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss δz ∼ 4 − 5 ♥♠ ❛t ❛♠❜✐❡♥t ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❛t❡r
❝♦♥t❡♥ts λ = 6, 11 ❛♥❞ ✷✷✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ Lx = Ly = 6✱ ✻✱✽ ❛♥❞ ✽ ♥♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ P❡r✐♦❞✐❝
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✇❤✐❧❡ ♦♣❡♥
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❡r❡ ❦❡♣t ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ Lz = 10 ♥♠✳ ❆❞❛♣t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s❧❛❜
❣❡♦♠❡tr② ❬❨❡❤ ✶✾✾✾❪✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳ ❆ ✏♠✐rr♦r✑ ✇❛❧❧ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡
t♦♣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① t♦ ❛✈♦✐❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t♦ ❡s❝❛♣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦①✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ❝r♦ss t❤❡ t♦♣ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✏♠✐rr♦r✑✱
✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ z ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s st❛rt❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ▼❉ r✉♥s
❛t ◆❱❊ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✇✐t❤ ✈❡r② t✐♥② t✐♠❡st❡♣✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ▲❏ ✇❛❧❧✳ ■♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
❡❛❝❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s r♦t❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✐ts ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ r❛♥❞♦♠ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳
❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡
r❡q✉❡st❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ❛t ◆❱❚ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ✇❡r❡ ❤❡❛t❡❞ ✉♣ ❛t
✺✵✵❑ ♦✈❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✵✳✺ ♥s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ q✉❡♥❝❤✐♥❣ t♦ ✸✺✵ ❑✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s
r❡♣❡❛t❡❞ t❤r❡❡ t✐♠❡s✱ ❛❧✇❛②s ✉s✐♥❣ ◆♦s❡✲❍♦♦✈❡r t❤❡r♠♦st❛t ✇✐t❤ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❡q✉❛❧
✹✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✽✶
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠
✶✳✵ ♣s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣✱ t❤❡ s②st❡♠ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ♠✐①❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✾✲✸ ▲❏ ✇❛❧❧✳ ❖♥❧②
❛❢t❡r q✉❡♥❝❤✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛❧❧ ♣✉❧❧s ❞♦✇♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥②
❡✛❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐rr♦r ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❜♦①✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇❡r❡ r❡s❡t ❛❢t❡r q✉❡♥❝❤✐♥❣
♣r♦❝❡ss✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉♥ ♦❢ ✺ ♥s✱ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s❛✈❡❞
❡✈❡r② ✺ ♣s ❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳
✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ✐♥
❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ✢❛t s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡s ✭✇❛❧❧✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ ♠✐①❡❞
✉♥✐t❡❞✲❛t♦♠s ❛♥❞ ❛❧❧✲❛t♦♠s ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✉♥✐t
❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✇❛❧❧ ✐s
s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ♠✐♠✐❝ s✉r❢❛❝❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❤❛✈✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✴❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✴❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡♥❡r❣② ✾✲✸ ▲❏
♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥❧②✱ ✇✐t❤ ♥♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧✳
✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧
❆ ♣r❡❝✐s❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧
♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r t❤✐♥ ✜❧♠s s❤♦✉❧❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧②
❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❲❡ ❛r❡ ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ ♦✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠s✱
♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳
❈❤❛♣t❡r ✺
❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥
✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❈♦♥t❡♥ts
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✺✳✸✳✶ ❙✉r❢❛❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛❞s♦r❜❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♣❡❝✐❡s ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
✺✳✸✳✷ ❊✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✶✶✽
✺✳✹ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠✴✈❛♣♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✺✳✹✳✶ ❍②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠ s✉r❢❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✺✳✹✳✷ ❙✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
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✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✽✺
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❆ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s ✐♥ ❝♦♥t❛❝t
✇✐t❤ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ♦r ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s✇✐t❝❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✴♣❤♦❜✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ✢❛t ✇❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡✐r ❣❧♦❜❛❧ ✇❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ❞r♦♣❧❡t ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ θ✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
P❊▼❋❈✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡s❡ s✉r❢❛❝❡s ❝❛♥ ♠✐♠✐❝ ❛♥② t②♣❡ ♦❢ s✉❜str❛t❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡s❡ s✉r❢❛❝❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t✐③❡❞
❝❛r❜♦♥ s❤❡❡t ✭θ ≈ 110 − 115◦✮ ❬❲❡r❞❡r ✷✵✵✸❪ ✉s❡❞ ❛s ❝❛t❛❧②st s✉♣♣♦rt ♠❛t❡r✐❛❧ ❛s
❜❡✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❛s❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ Pt ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡ ✭θ ≈ 20− 30◦✮ ❬❙❤✐ ✷✵✵✾❪
❛s ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❢❡✇ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❣r❛♣❤✐t✐③❡❞
❝❛r❜♦♥ s❤❡❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❝❛r❜♦①②❧ ♦r ❝❛r❜②❧❛t❡ ❣r♦✉♣s ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢
✇❡tt✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❬▼❛s❤✐♦ ✷✵✶✵❪✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧✈❡♥t ❝❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡
❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t② ♦❢ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r ♠❛t❡r✐❛❧s ❬❈❤✉♥ ✶✾✾✽❪✳
■♥ s❤♦rt✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ s❡❧❢✲❛ss❡♠❜❧② ❛♥❞ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ◆❛✜♦♥ ✐♦♥♦♠❡r ✇❤❡♥ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝
♦r ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡s✱ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❤②❞r❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✶✷ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✹ t②♣❡s ♦❢ s✉r❢❛❝❡s
❛♥❞ ✸ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ✜❧♠s ✇❡r❡ ❛❧✇❛②s ♣r❡♣❛r❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳
❆❧❧ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞❛t❛ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦♥ ✶✵✵✵ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
s❛♠♣❧❡❞ ♦♥ ✺ ♥s tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✇❡r❡
❛♥❛❧②s❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ✐♥❝❧✉❞❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡r
s✐③❡s✱ ✇❛t❡r ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✐♦♥♦♠❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡
❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ tr❛✐♥ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝ts ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛t t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡
❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✜❧♠✴✈❛♣♦✉r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t②✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ▲❛t❡r❛❧ ✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠s ❤②❞r❛t❡❞ ✇✐t❤ λ = 22✱ ✶✶
❛♥❞ ✻✱ ❢♦r♠❡❞ ♦♥ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✈❡r② ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✭θ ≈ 150◦✮ t♦ ✈❡r② ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝
✭θ ≈ 30◦✮✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡s ❜❡❛❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❜r♦✇♥✱ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ❜❡❛❞s ✐♥ ②❡❧❧♦✇✱ ❙❖ ✕✸ ✐♥ r❡❞✱ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐t❡✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❇♦tt♦♠ ✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠s ❤②❞r❛t❡❞ ✇✐t❤ λ = 22✱ ✶✶
❛♥❞ ✻✱ ❢♦r♠❡❞ ♦♥ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✈❡r② ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✭θ ≈ 150◦✮ t♦ ✈❡r② ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝
✭θ ≈ 30◦✮✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡s ❜❡❛❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❜r♦✇♥✱ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ❜❡❛❞s ✐♥ ②❡❧❧♦✇✱ ❙❖ ✕✸ ✐♥ r❡❞✱ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐t❡✳
✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
✺✳✷ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ■♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠
■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷ ✇❡ s❤♦✇ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ✈✐❡✇s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✲
❧✐❜r❛t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❛✜♦♥✲✜❧♠s ✇❤❡♥ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝
✇❛❧❧✱ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ s♥❛♣s❤♦ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts λ = 22✱ ✶✶ ❛♥❞ ✻✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t②✴❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t②
♦❢ ❡❛❝❤ ✇❛❧❧ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳
❋♦✉r t②♣❡s ♦❢ s✉❜str❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✿ ❛✮ ✈❡r② ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t❛❝t ❛♥✲
❣❧❡ θ ≈ 150◦❀ ❜✮ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✭θ ≈ 100◦✮❀ ❝✮ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ✭θ ≈ 70◦✮❀ ❛♥❞ ❞✮ str♦♥❣❧②
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ θ ≈ 30◦✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❡♥❡r❣② εphilic = 0.25✱ ✶✳✵✱ ✶✳✺ ❛♥❞ ✷✳✵ ❦❝❛❧✴♠♦❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✻✳
❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ❛❧❧ ✜❧♠s ✐s ❛❜♦✉t 4.5 − 5 ♥♠✱ ❛♥❞ t❤❡ xy ♣❧❛♥❡ s✐③❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① s✐③❡s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❢♦r ❛❧❧ ✜❧♠s s✐♠✉❧❛t❡❞✳
❚❤❡s❡ s♥❛♣s❤♦ts ❝♦♥✜r♠✱ ❛t ✜rst ❧♦♦❦✱ t❤❛t t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡
❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r
✭❜❧✉❡ ❜❡❛❞s✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜❧♠✱ ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ♦❢ θ ❛♥❞ λ✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡✈❡r② ✜❧♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
✺✳✷✳✶ ▼❛ss ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ✐s ✜rst ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t②
♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ z ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡
♣♦❧②♠❡r ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ρpoly(z) ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛t❡r ♠❛ss
❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ρw(z) ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧♠ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥
✜❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ♣♦❧②♠❡r
✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛❧❧ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② θ✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❝♦♥tr❛st✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ρpoly(z) ❛♥❞
ρw(z) ✐s ❡✈✐❞❡♥t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤✐❧❡
✇❛t❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳
❋✐rst✱ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ✜❧♠s ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ str♦♥❣❧② ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✭θ =
150◦✮✳ ■♥ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❤②❞r❛t❡❞ ✜❧♠ ✭λ = 22✮✱ ❛t s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱
✐✳❡✳ z < 1 ♥♠✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t✱ ✇❤✐❧❡ ρw(z) s❤♦✇s ❛❧♠♦st
♥♦ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛t❡r ❛t ❞✐st❛♥❝❡s z < 0.5 ♥♠ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✮✳ ❙t✐❧❧ ✐♥
t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ ρpoly(z) ♣r❡s❡♥ts t✇♦ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♣❡❛❦s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
✺✳✷✳ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ■♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠ ✽✾
♣❛rt✐❛❧ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞
t❤❛t t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡❛❦ ❝❛♥ ❜❡ ❛s❝r✐❜❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡
♦❢ t❤❡ ✜❧♠✱ ✐✳❡✳ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ 1.0 < z < 3.0 ♥♠✱ t❤❡ ρw(z) ✐s ❛t ❛ ♠❛①✐♠✉♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
ρpoly(z) ✐s ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ❞♦♠❛✐♥s ❝♦♥✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
♣♦❧②♠❡r✲r✐❝❤ ❧❛②❡rs ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✳ ❲❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤②❞r❛t✐♦♥ ✭λ = 11 ❛♥❞ ✻✮ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐s ❧❡ss ❡✈✐❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ✐s ❧❡ss ❧♦❝❛❧✐③❡❞✳ ❆s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳✭❡✮ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡
❤❛s ❛ s❤❛❧❧♦✇ ♠✐♥✐♠✉♠✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ θ = 100◦✱ ♦♥❡ st❛rts t♦ ♦❜s❡r✈❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♥t❛❝t
✇✐t❤ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts
t❤❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠❛r❦✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❛♥❞ ♠✐①❡❞
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✴❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛s❡s
θ ≈ 100◦ ❛♥❞ 150◦✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ s❤♦✇s ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞
♣❡❛❦s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ✇❛t❡r st❛rt t♦ ✇❡t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡
✐♦♥♦♠❡r s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❡s ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♠♦✈❡ ✉♣✇❛r❞
❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r t♦ ❛❞s♦r❜ ❛t t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❜♦t❤ ✇❛t❡r ❛♥❞ ♣♦❧②♠❡r ❛r❡
♣♦♣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❲✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ λ t❤✐s ❜❛❧❛♥❝❡ ✐s ❛❧t❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ♣♦❧②♠❡r ♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t✳
■♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡s ✭θ = 70◦ ❛♥❞ 30◦✮✱ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ✐♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♥t❛❝t
✇✐t❤ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐s str♦♥❣❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ❆t λ = 22✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♦♥❧② ❛t ❞✐st❛♥❝❡ z > 2.5 ♥♠✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇❛t❡r ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣✉s❤❡s t❤❡
♣♦❧②♠❡r ✉♣✇❛r❞✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ✐♦♥♦♠❡r ❧❛②❡r ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✳ ❲❤❡♥ λ
✐s ❧♦✇❡r❡❞ t♦ ✻✱ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r st❛rts t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ ✶ ♥♠ ❢r♦♠ t❤❡
s✉❜str❛t❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳✭❡✮✳ ❆❧♠♦st ♥♦ ✇❛t❡r ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✱ s❛②
❜❡t✇❡❡♥ 1.0 < z < 2.5 ♥♠ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ r❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
❛❧s♦ t❤❡ ❜r♦❛❞ ♣❡❛❦ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛t λ = 6 t❤❡
✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ tr❛♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢
♣♦❧②♠❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✳
❋♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡
✇❛❧❧ ❢♦r ❜♦t❤ ♣♦❧②♠❡r ❛♥❞ ✇❛t❡r ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♥❡✐t❤❡r ✇✐t❤
❤②❞r❛t✐♦♥ ♥♦r ✇✐t❤ s✉r❢❛❝❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t②✳ ❚❤❡ ✜st ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♣❡❛❦ ❛♣♣❡❛r ❛t ✵✳✷✾
❛♥❞ ✵✳✺✺ ♥♠ ❢♦r ✇❛t❡r ✇❤✐❧❡ ✵✳✸✸ ❛♥❞ ✵✳✼✻ ♥♠ ❢♦r ♣♦❧②♠❡r✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤♦s❡
✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ▼❛ss ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ✭ρpoly(z)✮ ❛♥❞ ✇❛t❡r ✭ρw(z)✮ ♦❢
t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠s ❛t λ = 22✱ ✶✶ ❛♥❞ ✻✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② θ✱ ✇❤❡r❡ θ = 150◦ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡
♠♦st ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❛♥❞ θ = 30◦ t❤❡ ♠♦st ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡✳
♣❡❛❦s ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
σwall ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✺✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ✵✳✸✷ ♥♠ ❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❡❛❦s ❛r♦✉♥❞ ✵✳✷✻ ♥♠ ❛♥❞ ✵✳✹✻ ♥♠ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
✺✳✷✳ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ■♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠ ✾✶
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛t❡r✲✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦❧②♠❡r ❜❡❛❞s ❛♥❞ ♦t❤❡r s♣❡❝✐❡s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s t②♣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐q✉✐❞s ❛t
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ s♠♦♦t❤ ✇❛❧❧s ❬❙♣♦❤r ✶✾✽✾✱ ▲❡❡ ✶✾✾✹❪✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ ❛ ❧✐q✉✐❞
♠❛❦❡s ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❛ s♦❧✐❞ ✇❛❧❧✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡
❧❛②❡r❡❞ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✳
❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ❝♦✉❧❞ s❡❡ t❤❛t ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ♣❧❛t❡ ❤❛s ✐♥❞❡❡❞ ❛ str♦♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s
♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❡tt✐♥❣ ❣r♦✇s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t②✱
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♥♦t tr✐✈✐❛❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♠♦r❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ s✉❝❤ ❛s ❧♦❝❛❧
str✉❝t✉r❡✱ ✐♦♥♦♠❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❧✉st❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❡ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✜❧♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ✉♣
t♦ ♥♦✇ ✐s t❤❛t t❤❡ ✜❧♠ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✉♥❞❡r❣♦❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
✇❡tt❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✜❧♠ ❡①❤✐❜✐ts ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳
✺✳✷✳✷ ▲♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡
■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ❤♦✇ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ✇❛❧❧ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ✭✸❉✮
r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❘❉❋s✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ st✉❞✐❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✹✳✶✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜②
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❘❉❋ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✇❛t❡r
❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s✉❧♣❤✉r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❧♣❤✉r✱ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠✳
❋r♦♠ t❤❡ ❘❉❋s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❡①tr❛❝t❡❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥
✹✳✷✳
❲❛t❡r ▼♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❍②❞r♦♥✐✉♠ ■♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❘❉❋s ❜❡t✇❡❡♥
✇❛t❡r✲✇❛t❡r ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ✭gOwOw(r)✮ ❛♥❞ ✇❛t❡r✲❤②❞r♦♥✐✉♠ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ✭gOwOh(r)✮
❛t λ = 22✱ ✶✶ ❛♥❞ ✻✳ ❚❤❡ ❘❉❋s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❘❉❋s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦
t❤♦s❡ ❢♦r t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦✱ t❤❡
✜rst ♣❡❛❦ ✐♥ gOwOw(r) ♦❝❝✉rs ❛t ✵✳✷✼ ♥♠✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ gOhOw(r) t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♣❡❛❦s
♦❝❝✉r ❛t ✵✳✷✻ ♥♠ ❛♥❞ ✵✳✹✼ ♥♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♣❡❛❦s✱
✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡② ❞❡❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❚♦
✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❘❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✲✇❛t❡r ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s
✭gOwOw(r)✮ ❛♥❞ ✇❛t❡r✲❤②❞r♦♥✐✉♠ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ✭gOwOh(r)✮ ❛t λ = 22✱ ✶✶ ❛♥❞
✻ ❢♦r t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❤②✲
❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✭θ✮✳
❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✶ t❤❡ ✜rst s❤❡❧❧
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ✭nOwOw ❛♥❞ nOhOw✮✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐s ✈❡r②
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❖♥❧② ❢♦r t❤❡ ✜❧♠ ❛t λ = 22 ❛ s❧✐❣❤t
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ nOhOw ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✹✳✸✼ ❢♦r θ = 150
◦ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦✱ t♦ ✸✳✻✻ ❢♦r θ = 30◦✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❧❡ss ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t✐❡s ♦❢ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ✜❧♠s ❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳
❙✉❧❢✉♥❛t❡ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ ❘❉❋s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❧♣❤✉r✲s✉❧♣❤✉r ❛t♦♠s ✭gSS(r)✮ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞
✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♥✱ t❤❡ gSS(r)
✺✳✷✳ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ■♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠ ✾✸
s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ s❡♥s✐❜✐❧✐t② ✐s ♠♦r❡
❛❝❝❡♥t✉❛t❡❞ ❛t λ = 22 ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳❛✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ θ = 30◦✱ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐s ❧♦❝❛t❡❞
❛t ✵✳✹✽ ♥♠ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❝❧❡❛r ♣❡❛❦ ❡①✐sts ❛r♦✉♥❞ ✵✳✼ ♥♠✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t②
❞❡❝r❡❛s❡s t♦ θ = 100◦ ❛♥❞ 150◦✱ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦ ✵✳✺✽ ♥♠ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❜❡❝♦♠❡s ❛ s❤♦✉❧❞❡r ❛♥❞ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✱ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡❧❡ss
gSS(r) ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛✣r♠ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❡s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t♦ ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❙❖ ✕✸ ♥❡❛r❡r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡ ♦r ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❚❤❡ ✜rst s❤❡❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❙❖ ✕✸ ✐♦♥s r❡s✐❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐s ❧❛r❣❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ θ = 30
◦✳
❚❤❡ nSS ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✵✳✾✵ ❢♦r θ = 150◦ t♦ ✶✳✻✻ ❢♦r θ = 30◦✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❆t
❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ λ = 11 ❛♥❞ ✻ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ✐s s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✹✽ ♥♠ ✐s s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦
✵✳✺✶ ♥♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ❤✐❣❤❧② ❤②❞r❛t❡❞ ✭λ = 22✮ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ ❜✉❧❦✲❧✐❦❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤❡r❡
❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❧❡ss ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❛❝❡❞✱ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❙❖
✕
✸
❣r♦✉♣s ❢♦r♠ ❝♦♠♣❛❝t ✐♦♥✐❝ ❞♦♠❛✐♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ gSS(r) ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t♦ t❤❡ ♦♥❡
✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✉❧❦ ♣❤❛s❡ ✇❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t②✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❘❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❧♣❤✉r✲s✉❧♣❤✉r ❛t♦♠s ✭gSS(r)✮
❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧♠ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛t λ = 22✱ ✶✶ ❛♥❞ ✻ ❢♦r t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛♥❞ ❢♦r
❡❛❝❤ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✭θ✮✳
✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ◆✉♠❜❡r ✲ λ = 6
θ ✭❞❡❣r❡❡✮ nSOw nSOh nOhOw nOwOw nSS nOhOh
150◦ ✺✳✷✾ ✶✳✾✵ ✸✳✵✾ ✸✳✻✻ ✷✳✶✹ ✶✳✾✸
100◦ ✺✳✷✷ ✶✳✾✹ ✸✳✵✺ ✸✳✻✶ ✷✳✷✵ ✷✳✵✶
70◦ ✺✳✸✵ ✶✳✾✻ ✸✳✵✹ ✸✳✹✻ ✷✳✸✶ ✷✳✵✽
30◦ ✹✳✽✵ ✷✳✶✸ ✷✳✼✼ ✸✳✻✸ ✷✳✺✸ ✷✳✸✵
❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ◆✉♠❜❡r ✲ λ = 11
θ ✭❞❡❣r❡❡✮ nSOw nSOh nOhOw nOwOw nSS nOhOh
150◦ ✻✳✵✶ ✶✳✹✽ ✸✳✻✸ ✹✳✷✵ ✶✳✻✸ ✶✳✸✻
100◦ ✻✳✵✺ ✶✳✹✻ ✸✳✻✹ ✹✳✶✹ ✶✳✻✵ ✶✳✸✼
70◦ ✺✳✼✽ ✶✳✻✷ ✸✳✹✺ ✹✳✶✸ ✶✳✽✸ ✶✳✻✸
30◦ ✺✳✼✵ ✶✳✻✼ ✸✳✸✾ ✹✳✶✼ ✶✳✾✶ ✶✳✻✼
❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ◆✉♠❜❡r ✲ λ = 22
θ ✭❞❡❣r❡❡✮ nSOw nSOh nOhOw nOwOw nSS nOhOh
150◦ ✻✳✾✹ ✵✳✾✵ ✹✳✸✼ ✹✳✺✷ ✵✳✾✵ ✵✳✼✷
100◦ ✻✳✾✶ ✵✳✾✸ ✹✳✸✹ ✹✳✺✷ ✵✳✾✻ ✵✳✼✹
70◦ ✺✳✾✶ ✶✳✺✶ ✸✳✺✾ ✹✳✻✵ ✶✳✼✹ ✶✳✸✼
30◦ ✻✳✵✶ ✶✳✹✺ ✸✳✻✻ ✹✳✻✵ ✶✳✻✻ ✶✳✸✸
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❋✐rst s❤❡❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ✜❧♠✳ ❚❤❡ ❝✉t♦✛ r❛❞✐✉s
Rc ✉s❡❞ ✇❤❡r❡ ✵✳✹✺ ♥♠ ❢♦r s✉❧♣❤✉r✲✇❛t❡r ✭nSOw✮ ❛♥❞ s✉❧♣❤✉r✲❤②❞r♦♥✐✉♠
✭nSOh✮✱ ✵✳✸✺ ♥♠ ❢♦r ✇❛t❡r✲✇❛t❡r ✭nOwOw✮ ❛♥❞ ✇❛t❡r✲❤②❞r♦♥✐✉♠ ✭nOhOw✮ ❛♥❞
✵✳✻✹ ♥♠ ❢♦r s✉❧♣❤✉r✲s✉❧♣❤✉r ✭nSS✮ ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠✲❤②❞r♦♥✐✉♠ ✭nOhOh✮✳
❙✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❍②❞r♦♥✐✉♠✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛r♦✉♥❞
❙❖ ✕✸ ✐s ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❘❉❋s ♦❢ s✉❧♣❤✉r ❛t♦♠s ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛t❡r ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s
✭gSOw(r)✮ ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ✭gSOh(r)✮✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✳ ❇♦t❤ gSOw(r)
❛♥❞ gSOh(r) ❡①❤✐❜✐t str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❡❝✐❡s s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♣❡❛❦ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✸✽
❛♥❞ ✵✳✻✵ ♥♠ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♥❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r ✇✐t❤
❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✳ ❖♥❧② t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♣❡❛❦s s❤♦✇ s♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤
✺✳✷✳ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ■♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠ ✾✺
θ ❛♥❞ λ✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜rst s❤❡❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠
✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ s✉❧♣❤✉r ❛t♦♠✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♣✲
♣♦s✐t❡ tr❡♥❞ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳ ❆s ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t✱
t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t ❛t λ = 22✱ ✇✐t❤ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
♥✉♠❜❡r ✈❛r②✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢r♦♠ ✻✳✵✶ ❛♥❞ ✶✳✹✺ ✐♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡ t♦ ✻✳✾✹ ❛♥❞ ✵✳✾✵
✐♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❛s❡✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❘❉❋s ❢♦r s✉❧♣❤✉r✲
s✉❧♣❤✉r ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❛r♦✉♥❞ s✉❧♣❤✉r ❛t♦♠s ✐s ❛❧✇❛②s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s✉❧❢♦♥❛t❡ ✐♦♥s ❛r❡ ❧❡ss
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❘❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❧♣❤✉r✲✇❛t❡r ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s
✭gSOw(r)✮ ❛♥❞ s✉❧♣❤✉r✲❤②❞r♦♥✐✉♠ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ✭gSOh(r)✮ ❛t λ = 22✱ ✶✶ ❛♥❞
✻ ❢♦r t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❤②✲
❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✭θ✮✳
✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡❞✱ t❤❡② ❧❡❛✈❡ ♠♦r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s t♦ ❝♦♠❡ ♥❡❛r
t♦ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❞✐ss♦❧✈❡❞✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❘❉❋s ♦❢ t❤❡ ✜❧♠s ❡①❤✐❜✐t q✉❛❧✐✲
t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r str✉❝t✉r❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✐♥ ❜✉❧❦ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡
✜rst s❤❡❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✲
✐t②✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r θ = 30◦ ❛♥❞ 70◦ t❤❡ s✉❧♣❤✉r ❛t♦♠s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t
❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡s✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛r♦✉♥❞ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❧②
❤②❞r❛t❡❞ ✜❧♠s ✭λ = 22✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ❤②❞r❛t❡❞
t❤❡ ♠♦r❡ ✐t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ✐♥
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡❞✐❝❛t❡ t♦ ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
✺✳✷✳✸ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s
❚♦ ❢✉rt❤❡r ❡❧✉❝✐❞❛t❡ ❜♦t❤ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜❧♠s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r uˆχ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ φχ ❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t❡r✲♣♦✐♥t✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ s✉r❢❛❝❡ zˆ✳
❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✇❛s ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ cos(φχ) = uˆχ · zˆ✳
❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ z ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡
✜❧♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✏s❧✐❝❡s✑ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛♥❞ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss
❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ✐♦♥♦♠❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
✺✳✷✳✸✳✶ ❲❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✈✐❛ t❤r❡❡ ✉♥✐t
✈❡❝t♦rs✿ uˆnˆ✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❧❛♥❡❀ uˆO¯H ✱ t❤❡ ❖❍ ❜♦♥❞ ✈❡❝t♦r❀ ❛♥❞ uˆ~µ
t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✈❡❝t♦r✳ ❲❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥
t❡r♠s ♦❢ cos(φχ)✱ ✇❤❡r❡ φχ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛♥❣❧❡s φnˆ✱ φO¯H ❛♥❞ φµ ❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ zˆ✳
❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P (cos(φχ)) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤✐♥ s❧❛❜s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐st❛♥❝❡
z ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✶✺ ♥♠✳ ❚❤❡ ✜rst s❧❛❜ st❛rts ❢r♦♠ t❤❡
✺✳✷✳ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ■♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠ ✾✼
❞✐st❛♥❝❡ ❡q✉❛❧ ✵✳✶✹ ♥♠✱ s✐♥❝❡ s♠❛❧❧❡r ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥
❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✲✜❧♠ r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✼✱ ✇❡ s❤♦✇ P (cos(φχ)) ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❧❛❜s ❢♦r
✹ t②♣❡s ♦❢ ✜❧♠ ❛t λ = 22✳ ❱❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r λ = 11 ❛♥❞ 6✱ ✇❤✐❝❤
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t ❞♦❡s ♥♦t str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ✇❡ ✜rst ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ φnˆ ❢♦r t❤❡ ✜❧♠ θ = 30◦✳
◆♦t❡ t❤❛t P (cos(φnˆ)) ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❢♦r t❤❡ ✜rst ❛♥❞
s❡❝♦♥❞ s❧❛❜s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✸✻ ♥♠✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛ str♦♥❣❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥
cos(φnˆ) ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✶ ❛♥❞ ✲✶✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡
❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs ❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ 35◦ ✇✐t❤
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧✳ ❙✉❝❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❞❡❝r❡❛s❡s ✈❡r② q✉✐❝❦❧② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡❝❛♠❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥ t❤❡ s❧❛❜s ✐♥ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ z > 0.51 ♥♠✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✇❛❧❧ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❧❡ss ❤②✲
❞r♦♣❤✐❧✐❝ ✭θ = 70◦ ❛♥❞ 100◦✮✱ t❤❡ ✇❛t❡r✲s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ✇❡❛❦❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ✐s ❧❡ss ❡✈✐❞❡♥t✳ ❆❧s♦ ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❝❛♥ ❜❡
❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r✳ ■♥ str♦♥❣❧② ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❛s❡
✭θ = 150◦✮✱ ✇❛t❡r ✐s ♥♦t ❡✈❡♥ ✐♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦rt❤ ❧❛②❡r ✭z = 0.66 ♥♠✮✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ✜♥❞s ❧❡ss
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✳
❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ φO¯H
❛♥❞ φ~µ✱ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✼✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r✱ t❤❡ P (cos(φO¯H)) ❛♥❞ P (cos(φ~µ))
♠❛①✐♠✉♠s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ 0◦✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t uˆO¯H ❛♥❞ uˆ~µ ❛r❡ r♦✉❣❤❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❛r♦✉♥❞ ③❡r♦✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r
cos(φO¯H)✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❖❍ ❜♦♥❞s ✐♥ ❍✷❖ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧❧② ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s s✉♣♣♦rts t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢
✇❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❧❛②❡r ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ✐s ❞✐r❡❝t❡❞
t♦✇❛r❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t✇❛r❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳
❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡
P (cos(φO¯H)) s❤✐❢ts t♦ ❛❜♦✉t ✲✵✳✸ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❝❝✉rs ❛t ✶✳✵✳ ❆❧s♦✱ t❤❡
P (cos(φ~µ)) s❤✐❢ts t♦✇❛r❞ ③❡r♦ ✇✐t❤ ❛ s❤♦✉❧❞❡r ❛r♦✉♥❞ ✵✳✺✳ ❚❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s r❡✲
s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠ ♣♦✐♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞
t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ s❧✐❣❤t❧② t♦✇❛r❞ ✐t✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞✐♣♦❧❡s s❤♦✉❧❞ ❢♦r♠
✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ cos(φχ)✱ ✇❤❡r❡ φχ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ zˆ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r
t♦ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❧❛♥❡ uˆnˆ✱ ❖❍ ❜♦♥❞ uˆO¯H ❛♥❞ ❞✐♣♦❧❡ uˆ~µ✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ s❧❛❜s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✐♥ t❤❡ ✜❧♠s ✇✐t❤ ❤②❞r❛t✐♦♥
❧❡✈❡❧ λ = 22 ❛♥❞ ✇❛❧❧ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② θ = 150◦✱ 100◦✱ 70◦ ❛♥❞ 30◦✳
❛♥ ❛♥❣❧❡ ∼ 60◦ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ s✉r❢❛❝❡✳ ■❞❡♥t✐❝❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❙♣♦❤r ❬❙♣♦❤r ✶✾✽✾❪✱ ✇❤❡♥ ❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✴Pt ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❚❤❡r❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t t❤❛t t❤❡ ✇❛t❡r ❞✐♣♦❧❡ ✈❡❝t♦rs ♥❡❛r ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s
✇❛❧❧s ❛r❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❬❙♣♦❤r ✶✾✽✽❪✳ ❚❤✐s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡
✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❛t❡r✲s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡
❛ttr❛❝t❡❞✱ t❤❡② t❡♥❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ ✷❉ ❤②❞r♦❣❡♥✲❜♦♥❞✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s✉r✲
❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ♥♦❜❧❡ ♠❡t❛❧ s✉r❢❛❝❡s ❜② ✉s✐♥❣ s❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣②
❬●❧❡❜♦✈ ✶✾✾✼✱ ❚❛t❛r❦❤❛♥♦✈ ✷✵✵✾❪✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡♠❛r❦ ❢r♦♠ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐s t❤❛t ✐♦♥♦♠❡r ❞♦❡s ♥♦t ♣❧❛② ❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t
r♦❧❡ ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ✇❛t❡r✲
✺✳✷✳ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ■♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠ ✾✾
s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♦r❞❡r✱
✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❙✐♥❝❡✱ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
str✉❝t✉r❡❧❡ss ✇❛❧❧ ❛♥❞ r✐❣✐❞ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✜♥❞ ✇❡❛❦❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♦r❞❡r ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❬❙♣♦❤r ✶✾✽✽✱ ❙♣♦❤r ✶✾✽✾❪✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧
❛♥✐s♦tr♦♣② ♦♥❧② ❛t s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✭z < 0.5 ♥♠✮ ❛♥❞ ✐t ❞♦❡s ♥♦t
str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts ♦r s✉r❢❛❝❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t②✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✇❛t❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❞s♦r❜❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡s✳ ❋r❛♥❝♦ ❡t ❛❧✳ ❬❋r❛♥❝♦ ✷✵✵✻✱
❋r❛♥❝♦ ✷✵✵✼❛❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ❞✐♣♦❧❡s ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢
P❊▼❋❈ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡s ♠♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ r❡❛❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
❛ss✉♠❡ ✇❛t❡r ❞✐♣♦❧❡s ❜❡✐♥❣ ❛❧✐❣♥❡❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
P❊▼❋❈✱ ❞✉r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠✱ t❤❡ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡❞ ❛♥❞
t❤❡♥✱ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞
t❤❛t t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞✳
✺✳✷✳✸✳✷ ❙✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❙❖✕✸
❣r♦✉♣ uˆ
SO
−
3
❛♥❞ cos(φSO−
3
) = uˆ
SO
−
3
· zˆ✳
❚❤✐s ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✏st❛♥❞✐♥❣✑
❛♥❞ ✏❧②✐♥❣✑ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✐♦♥♦♠❡r s✐❞❡✲❝❤❛✐♥✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡
s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r s✐❞❡
❝❤❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❙❖ ✕✸ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r uˆ
SO
−
3
✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❢♦r♠❡❞
❜② t❤❡ t❤r❡❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♣♦✐♥t✲
✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ s✉❧♣❤✉r ❛t♦♠✳ ❋♦r ✐♥✲
st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ φ
SO
−
3
❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ✐✳❡✳
cos(φ
SO
−
3
) = 1✱ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s
❢❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ xy ♣❧❛♥❡✳
❚♦ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❡
s❤♦✇ uˆ
SO
−
3
✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✇❡
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s P (cos(φ
SO
−
3
)) ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❧❛❜s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s✉r✲
❢❛❝❡✳ ❍❡r❡✱ ❡❛❝❤ s❧❛❜ ❤❛s t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✵✳✸ ♥♠ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ cos(φ
SO
−
3
)✱ ✇❤❡r❡ φ
SO
−
3
✐s t❤❡
❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❖✕✸ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r uˆSO−
3
❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ zˆ✳
❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ s❧❛❜s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss
✵✳✸ ♥♠✳ ■♥ t❤❡ ✜rst s❧❛❜✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✇❤❡♥ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② θ✳
r❛♥❣❡ ♦❢ 0.14 ≤ z < 0.44✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ s❤♦✇s P (cos(φ
SO
−
3
)) ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜❧♠s ❛t ❡❛❝❤ θ ❛♥❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t P (cos(φ
SO
−
3
)) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r
♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ❢♦r♠❡❞✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r✱ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ✐♥ t❤❡
❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠♦st ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✭θ = 150◦✮ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ✭θ = 30◦✮ ❝❛s❡s✱
t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❛r❡ ♦r✐❡♥t❛t❡❞ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s t❡♥❞s
t♦ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s✱ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t✇❛r❞ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦✇❛r❞ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ■♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❛s❡s ✭θ = 70◦ ❛♥❞
30◦✮✱ P (cos(φ
SO
−
3
)) ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ❛r♦✉♥❞ −0.5✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ t❤❡ ♦①②❣❡♥
❛t♦♠s ♦❢ ❙❖ ✕✸ t❡♥❞s t♦ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❖
✕
✸ ✈❡❝t♦r
❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 60◦ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
❧✐❦❡❧② ✇❤❡♥ t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✳ ❚❤❡
✺✳✷✳ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ■♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠ ✶✵✶
✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏st❛♥❞✐♥❣✑ ❛♥❞ ✏❧②✐♥❣✑✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢
♣❧❛t✐♥✉♠ s✉r❢❛❝❡ ❬❈❤❡♥❣ ✷✵✶✵✱ ❙❡❧✈❛♥ ✷✵✵✽❪✳
❲❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✱ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❧❡ss ♦r✲
❞❡r❡❞✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ θ = 70◦✱ t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ❛r❡ ✜rst ❢♦✉♥❞
✐♥ t❤❡ ✏❧②✐♥❣✑ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t λ = 22 ❛♥❞ t❤❡♥ ❣r❛❞✉❛❧❧② s❤✐❢t t♦ ✏st❛♥❞✐♥❣✑ ✇❤❡♥ λ = 6✳
❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts ❛❧s♦ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
✐♦♥♦♠❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ❛t ❧♦✇ λ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❤❛✈❡ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ✇❛t❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s
❤❛✈✐♥❣ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s s✉❜s❡q✉❡♥t t♦ t❤❡ ✇❛t❡r ❧❛②❡r ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛t❡r ❛♥❞ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥
❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜❧♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❡ ❤♦✇ t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ❛r❡
♦r✐❡♥t❛t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ z ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ 〈cos(φ
SO
−
3
)〉 ❛❝r♦ss t❤❡ ✜❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱
t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❡rt❡❞ ❛❧♦♥❣ z✳ ❚❤✐s ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠s ❛t λ = 22 ❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✳✭❛✮✮✳ ❋♦r
θ = 150◦ ❛♥❞ 100◦✱ 〈cos(φ
SO
−
3
)〉 ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ❤❛❧❢✳ ❖t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡s ❛r❡ t❤❡ ✜❧♠s ❛t λ = 6 ♣❧❛❝❡❞ ♦♥
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✳✭❝✮✮✳ ❋♦r θ = 70◦ ❛♥❞ 30◦ t✇♦ ✐♥✈❡rs✐♦♥s ♦♥ s✐❞❡✲
❝❤❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤♦s❡ ♣❧♦ts ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛t❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡
✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳✭❢✮ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦♥ 〈cos(φ
SO
−
3
)〉 ❛t z ❛r♦✉♥❞ ✷✳✷✺✲✷✳✼✺ ♥♠ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡
❛ r❡❣✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ ✇❤❡r❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❛t❡r ✏♣♦♦❧s✑ ❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✳✺✲✸✳✺ ♥♠✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤✐s s✉♣♣♦rts t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜❧♠✳
❆ r❡❧❡✈❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✐s t❤❛t ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✸ ♥♠ ❢r♦♠
t❤❡ ✇❛❧❧✱ t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦✇❛r❞ t❤❡ ✇❛❧❧✱
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛♥❞ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t
♦♥ t❤❡ t♦♣ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ ✐♥ ♣❛rt t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛♣♦✉r ♣❤❛s❡✳ ❲❡
✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ✇✐t❤ t❤❡
✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♦❢ cos(φSO−
3
) ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r✲
❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ✜❧♠s ❛t ✭❛✮ λ = 22✱ ✭❜✮ ✶✶ ❛♥❞ ✭❝✮ ✻
✇❛❧❧ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❢♦r t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞
✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥
t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ λ ❤❛s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
✇❛t❡r ❜✉t ❤❛s ✐♥❞❡❡❞ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢
s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉s t♦ ✜❣✉r❡ ♦✉t t❤❡ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢♦r ❡❛❝❤
❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✴♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥② ❦♥♦✇♥ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s ♦❢ ◆❛✜♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡❞✐❝❛t❡ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡rs✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥s✳
✺✳✷✳ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ■♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠ ✶✵✸
✺✳✷✳✹ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜❧♠
■♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠s ♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t
❙❖ ✕✸ ♣❛❝❦✐♥❣✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡✳ ◆♦✇ ✇❡ ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ s♦♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ✜❣✉r❡ ♦✉t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢
t❤❡ ✜❧♠s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❜② ❣r♦✉♣✐♥❣ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝✉t♦✛
❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✵✳✻✹ ♥♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t✇♦ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡
s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ✐❢ t❤❡✐r s✉❧♣❤✉r ❛t♦♠s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s
❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ✐♥ t❤❡ ✜rst s❤❡❧❧ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡ ✐t✳ ■❢ ❛
❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣ ❤❛s ♥♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛ ❝❧✉st❡r ✇✐t❤ s✐③❡
❡q✉❛❧ ✶✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡
nS✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ✜♥❞ s♠❛❧❧ ❝❧✉st❡r s✐③❡s✳ nS ❞❡❝❛②s
✇✐t❤ ❙ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ✇r♦♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♠♦♥❣ ❝❧✉st❡rs✱ s✐♥❝❡ s♠❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ❝♦♥t❛✐♥ ✈❡r② ❢❡✇
♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡ts t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧✉st❡r s✐③❡ ✭✐✳❡✳ Ns = nSS/N ✱ ✇❤❡r❡ ◆ ✐s t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✮✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✜❧♠ ❢♦r λ = 6 s❤♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡t ♦❢
✜❣✉r❡ ✺✳✶✶✳✭❝✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♣❡❛❦s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t S > 100 ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s θ = 70◦ ❛♥❞
30◦✳ ❚❤❡② s✉❣❣❡st t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❧❛r❣❡ ❝❧✉st❡rs ✐s ❧♦✇✱ ✐t ✐s ❤✐❣❤
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ✜♥❞ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡♠✳
■♥ t❛❜❧❡ ✺✳✷✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧♠✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t
t❤❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠♣❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ✜❧♠ s✇❡❧❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ❤✐❣❤❧② ❤②❞r❛t❡❞ t❤❡ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥t❡rs♣❡rs❡ ❛♠♦♥❣ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s✳ ■♥ t✉r♥✱ ❙❖
✕
✸ ❣r♦✉♣s ❢♦r♠ ❧❡ss ❝♦♠♣r❡ss❡❞
❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡② ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐s♦❧❛t❡❞ ✭s❛②✱
s♠❛❧❧ ❝❧✉st❡r s✐③❡✮✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t② ❛❧s♦ ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡✳ ❋♦r t❤❡
❝❛s❡ λ = 22✱ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡s θ = 70◦ ❛♥❞ 30◦ s❤♦✇ ❧❛r❣❡r ❝❧✉st❡r s✐③❡ t❤❛♥ t❤❡
❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❛s❡s θ = 150◦ ❛♥❞ 100◦✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ tr❡♥❞ ✐s ❢♦✉♥❞ ❢♦r λ = 6✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❧✉st❡rs s✐③❡ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❛s❡ t❤❛♥ ✐♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝
❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧✱ ❛♥❞ ✐t
✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
s❤♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❈❧✉st❡r s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❙❖✕✸ ❣r♦✉♣s✱ nS ✳ ❚❤❡ ✐♥s❡ts
❞✐s♣❧❛② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s✐③❡✳
❚❤❡ ♣❧♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✜❧♠s ❢♦r λ = ✭❛✮ ✷✷ ✭❜✮ ✶✶ ❛♥❞ ✭❝✮ ✻
▼❡❛♥ ❙❖✕✸ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ✭♠♦❧❡❝✉❧❡s✮
θ ✭❞❡❣r❡❡✮ λ = 22 λ = 11 λ = 6
150◦ ✶✳✼✶ ✸✳✸✽ ✺✳✽✺
100◦ ✶✳✽✼ ✸✳✶✵ ✺✳✻✹
70◦ ✸✳✵✷ ✸✳✻✺ ✹✳✾✻
30◦ ✷✳✾✻ ✸✳✸✸ ✹✳✾✾
❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ♦❢ ❙❖✕✸ ❣r♦✉♣s ✐♥ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠s✳
✺✳✷✳ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ■♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠ ✶✵✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ✭❧❡❢t s✐❞❡✮ ❛♥❞ ❙❖✕✸ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✭r✐❣❤t s✐❞❡✮ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ λ = ✭❛✱❜✮ ✷✷ ✭❝✱❞✮ ✶✶ ❛♥❞ ✭❡✱❢✮ ✻
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✱ ✇❡
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ z ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡
✺✳✶✷ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡ 〈S
SO
−
3
(z)〉 ❛♥❞ t❤❡ s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ♠❛ss ❞❡♥s✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ρ
SO
−
3
(z)✳ ❋♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✜❧♠s θ = 30◦ ❛♥❞ 70◦✱ t❤❡
✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
〈S
SO
−
3
(z)〉 ❝✉r✈❡s ❝❧❡❛r❧② ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❝❧✉st❡rs ❢♦✉♥❞ ❛t ❞✐st❛♥❝❡
❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷ ♥♠ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ t♦♣
❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤ ❙❖ ✕✸ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✜❧♠s θ = 150◦ ❛♥❞ 100◦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡
❞♦❡s ♥♦t ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛♥② r❡❧❡✈❛♥t ♣❡❛❦ ❞❡s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠s ❡①❤✐❜✐t❡❞ ✐♥ ρ
SO
−
3
❝✉r✈❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✜❧♠ t❤❡ ❙❖
✕
✸ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✳
❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ✜❧♠ ❡①❤✐❜✐ts ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❙❖ ✕✸ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥ s✐③❡s✳ ▲❛t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡r ♣❧❛② ❛ ❝r✉❝✐❛❧
r♦❧❡ ♦♥ ✇❛t❡r ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ✈✐t❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦♥
❤②❞r♦❣❡♥ ❜✐♥❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s✱ ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❛t❡r ❜✐♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
♦❢ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ❬▼❛❧❡❦ ✷✵✶✶❜❪✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r ❝❧✉st❡r
✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✳
✺✳✷✳✺ ❲❛t❡r ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❞♦♠❛✐♥s t♦♣♦❧♦❣②✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ s❤❛♣❡
❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❤♦✇♥ ✇❛t❡r ♠❛ss ❞❡♥s✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✜❧♠s✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❝❧✉st❡rs ❛❝r♦ss t❤❡ ✜❧♠✳
◆♦✇ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❝❧✉st❡r s❤❛♣❡s✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧♠ ✇❡ ❤❛✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✳
❚❤❡ ✇❛t❡r ❞♦♠❛✐♥s t♦♣♦❧♦❣② ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✇❛t❡r ♠❛ss
❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ t❤❡ ✜❧♠ ✐♥
❢♦✉r s❧❛❜s ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ✶✳✷ ♥♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ✇❛t❡r ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣
♦♥ t❤❡ xy ♣❧❛♥❡✳ ❖✉r ❞❛t❛ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ✷❉ ❝♦✉♥t♦✉r ♣❧♦ts ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✸✱ ✇❤❡r❡ ❧✐❣❤t❡r
❝♦❧♦rs ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✇❛t❡r ✐s ❤✐❣❤❡r✳ ❚❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❛♥❞
✇❛t❡r ❛r❡ s♣❛❝❡✲✜❧❧✐♥❣✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❛r❦❡r ❝♦❧♦rs ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ✐♦♥♦♠❡rs ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✇❡ s❡❡ ✐♥
✜❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✐s ❛ ✏❞②♥❛♠✐❝✑ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r
t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳
❲❡ ✜rst ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♠❛♣s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✸ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❛s❡ ✭θ = 150◦✮✳
❲❡ ♦❜s❡r✈❡r t❤❛t ✇❛t❡r ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ s❧❛❜s✳ ❆t λ = 22✱ t❤❡
✺✳✷✳ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ■♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠ ✶✵✼
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢♦r♠ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❧❛②❡r ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ s✉r❢❛❝❡✳ ❲❛t❡r ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♦♥♦♠❡r ❧❛②❡rs s❡♣❛r❛t❡❞
❜② ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ∼ 2 ♥♠✳ ❚❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❧❛②❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ♣♦✐♥t✐♥❣
t♦✇❛r❞ t❤❡ ✇❛t❡r ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ◆❛✜♦♥ ❛❞♦♣ts ❛ ✏s❛♥❞✇✐❝❤✑ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✱ t❤❡ ✇❛t❡r ♣♦♦❧ t❡♥❞s t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡
✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ①② ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❛r♦✉♥❞ ✐t✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r λ = 6✱
✇❤❡r❡ ✇❛t❡r t❡♥❞s t♦ ❢♦r♠ ❛♥ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡ s✉❣❣❡st t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡s❡
✜❧♠s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ✐♥✈❡rt❡❞ ♠✐❝❡❧❧❡s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ♦r ❝②❧✐♥❞❡rs ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
t❤❡ ✇❛❧❧ s✉r❢❛❝❡✳
■♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❛s❡ ✭θ = 100◦✮✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✜♥❞ ❛♥② r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇❛t❡r t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❛ ✇❛t❡r ❧❛②❡r✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ✇❛t❡r ❝❛♥ ❢♦r♠
❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡s ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s❧❛❜s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ λ = 6✱ t❤❡s❡
✇❛t❡r ✏♣♦♦❧s✑ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ s❧❛❜ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳
❋♦r λ = 22✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✏♣♦♦❧s✑ ✐s ❧❡ss ❝❧❡❛r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❛t❡r ✐s ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛❧❧ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❛r❡ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r✳ ❲❡
❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ s♦♠❡ ✐♦♥♦♠❡r ✏❜❛rr✐❡rs✑ ✭✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❞❛r❦❡r ❝♦❧♦rs ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡
♠❛♣s✮ t❤❛t ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♦♥ t♦♣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱
t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ✜❧♠ ❛❞♦♣ts ❝♦♥♥❡❝t❡❞✲❝❧✉st❡r ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✇✐t❤
r❛♥❞♦♠ s❤❛♣❡✳
■♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✜❧♠s θ = 30◦ ❛♥❞ 70◦ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ✇❛t❡r ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♠❛♣s t❤❛t t❤❡ ✇❛t❡r ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛❧✇❛②s ♠❛✐♥❧② ❢♦r♠❡❞ ✐♥
❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❋♦r λ = 22✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇❛t❡r ✐s ❛❧s♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ t❤❡ s❡❝✲
♦♥❞ s❧❛❜✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✇❛t❡r ❢♦r♠s ❛ t❤✐❝❦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧❛②❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ♦♥ t❤❡ t♦♣✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡s❡ ✜❧♠s ❛❞♦♣t ❛ ❜✐✲❧❛②❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❲❤❡♥ λ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r✱ t❤❡ ✇❛t❡r ❞♦♠❛✐♥s ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣♦♦❧s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳
❋♦r λ = 6✱ t❤❡ ✇❛t❡r ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♠♦st❧② ✐♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤✐r❞ s❧❛❜✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts
t❤❛t t❤❡ ✜❧♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❧❛②❡rs ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ✐♦♥♦♠❡r✳ ❖♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❛rr♦✇
✇❛t❡r ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❧❛❜ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
✇❛t❡r ❞♦♠❛✐♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✜❧♠ ❛❞♦♣ts ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❧❧ ✜❧♠s✱
t❤❡ ❢♦✉rt❤ s❧❛❜ ✐s ♥♦t ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② ✇❛t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠s ✐s
❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ♠♦st❧② ✐♦♥♦♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦✇❛r❞ t❤❡ ✇❛❧❧✳
✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
✺✳✷✳ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ■♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠ ✶✵✾
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦ts ♦❢ ✇❛t❡r ❞❡♥s✐t② ❢♦r λ ❡q✉❛❧ ✭❛✮ ✷✷ ✭❜✮ ✶✶ ❛♥❞
✭❝✮ ✻
✶✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ✜❧♠s ❛t ❤✐❣❤ ❤②❞r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ❛t ❧♦✇ ❤②❞r❛t✐♦♥✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛♣s ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞r❛✇ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✜❧♠s ❛t
❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤✐s✱
✇❡ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹✳ ❚❤❡
❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② r❡❞ ❝✐r❝❧❡✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ✜❧♠s ✐♥ t❤r❡❡
❝❧❛ss❡s✿ ❛✮ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✿ t❤❡ ✜❧♠ s❤♦✇s s❛♥❞✇✐❝❤ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
❧❛②❡rs✿ ❜❛❝❦❜♦♥❡✱ ✐♦♥✐❝ ❣r♦✉♣s✱ ✇❛t❡r✱ ✐♦♥✐❝ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡✳ ❲✐t❤ ❧❡ss ✇❛t❡r✱ t❤❡
✐♦♥♦♠❡r ❢♦❧❞s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇❛t❡r ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✐♥✈❡rt❡❞✲♠✐❝❡❧❧❡s str✉❝t✉r❡❀ ❜✮ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✿
t❤❡ ✜❧♠ s❤♦✇s ❛ r❛♥❞♦♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇❛t❡r ✏♣♦♦❧s✑✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ λ
✺✳✸✳ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠✴✇❛❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✶✶✶
✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♣♦♦❧s s✐③❡s❀ ❝✮ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✿ t❤❡ ✜❧♠ s❤♦✇s t✇♦ ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞ ✇❛t❡r ❛♥❞
✐♦♥♦♠❡r ❧❛②❡rs✳ ❲✐t❤ ❧❡ss ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜❧♠✱ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❞✉❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛t❡r ❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ✜❧♠ ♠❛② ❛❞♦♣t ❛ ♠✉❧t✐❧❛♠❡❧❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② ❉✉r❛ ❡t ❛❧✳ ❬❉✉r❛ ✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ❲♦♦❞
❡t ❛❧✳ ❬❲♦♦❞ ✷✵✵✾❪✳ ■♥ ❜♦t❤ ✇♦r❦s✱ ✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛ ❧❛♠❡❧❧❛r str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
t❤✐♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ✇❛t❡r✲r✐❝❤ ❛♥❞ ◆❛✜♦♥✲r✐❝❤ ❧❛②❡rs ❢♦r♠❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉❜str❛t❡✳
✺✳✸ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠✴✇❛❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡
■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠s ❢r♦♠ ❣❡♥❡r❛❧
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✱ ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♣❡❝✐❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t❤❡ s✉❜str❛t❡
❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢
❝❤❡♠✐❝❛❧ s♣❡❝✐❡s ♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❣✐✈✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥
t♦ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❝♦✉❧❞ ❝♦♠♣♦s❡ ❛ t②♣✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ t❤❡
❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ P❊▼ ❋✉❡❧ ❈❡❧❧ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ ■♥ ❛ r❡❛❧ s②st❡♠✱ t✇♦ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥❛ ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✿ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
❛r❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ ❝❛♥ s♣❡❝✉❧❛t❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ ✐♦♥♦♠❡r ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❧✐♠✐t ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ t♦
❡①♣❧♦r❡ ❤♦✇ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛❞s♦r♣t✐♦♥
❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ✇✐t❤ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡✱ ✜rst✱ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
❝♦✈❡r❛❣❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✴♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ❛❞s♦r❜❡♥t s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳
✺✳✸✳✶ ❙✉r❢❛❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛❞s♦r❜❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♣❡❝✐❡s
❚❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡✱ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s✱ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❛♥✐♦♥s✱ ✇❛t❡r ❛♥❞
❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❛r❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐♥ r❡❛❧ s②st❡♠✱ t❤❡ s✉❜✲
✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
str❛t❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡s ✭Pt ❛♥❞ Pt ❛❧❧♦② s✉r❢❛❝❡✮ ❝❛♥ r❡❛❝t ✇✐t❤ ✇❛t❡r✱
❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ♦r ♦t❤❡r s♣❡❝✐❡s ❬❙✉❜❜❛r❛♠❛♥ ✷✵✶✵❜❪✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ✐♥✲
❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ s❡♥s✐❜❧② ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✉r❢❛❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡
✐♦♥♦♠❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛❞✲
s♦r❜❡❞ ❧❛②❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐♥ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❛❞s♦r❜❡❞ t❡♥❞s t♦ ❛❞♦♣t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst q✉❛♥t✐❢② t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s❛②✱ ✷❉ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮
❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ♦❢ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳
❙✉r❢❛❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡
❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❢♦r ✐♦♥♦♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡✱ ✐♦♥♦♠❡r s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ✭✇✐t❤♦✉t ❙❖ ✕✸ ✮✱
❍✷❖ ✱ ❍✸❖
✰ ❛♥❞ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧♠✳ ❚❤✐s
s✉r❢❛❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s s✐♠♣❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥
r❡❣✐♦♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ xy ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦①✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❛s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✵✳✺✺ ♥♠ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s
❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠✐♥✐♠✉♠ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❞❡♥s✐t②
♣r♦✜❧❡s✳
❚❤❡ ♣❧♦ts ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✇❤❡♥ ✐t
❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❛s❡ ✭θ = 150◦✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
εphilic = 0.25 ❦❝❛❧✴♠♦❧✮✱ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❖♥
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❜❛❝❦✲
❜♦♥❡s ♠♦✈❡ ✉♣✇❛r❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❛♥❞ ❍✸❖
✰ ✳ ❚❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♥✲
t❡♥t ❞♦❡s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ ✇❛t❡r ❝♦✈❡r❛❣❡s✳ ❇② ❞❡❝r❡❛s✲
✐♥❣ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts ❢r♦♠ λ = 22 t♦ λ = 6✱ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✸✳✽ t♦
✸✳✻✶ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✴♥♠2 ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❛s❡✱ ✇❤✐❧❡ ✇❛t❡r ❝♦✈❡r❛❣❡ r❡❞✉❝❡s ❢r♦♠
✺✳✵✶ t♦ ✹✳✽ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✴♥♠2 ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r
❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ♦❢ ❍✸❖
✰ ❛♥❞ ❙❖ ✕✸ ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❙❖
✕
✸ ❝♦✈✲
❡r❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✵✳✵✷ t♦ ✵✳✵✾ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✴♥♠2 ❛♥❞ ❍✸❖
✰ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❢r♦♠ ✵✳✵✽ t♦
✵✳✷✽ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✴♥♠2✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺ ❣✐✈❡s ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ t♦ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t
✺✳✸✳ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠✴✇❛❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✶✶✸
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ■♦♥♦♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡✱ ✇❛t❡r✱ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s✱ ❍✸❖
✰ ❛♥❞ ❙❖✕✸ ❝♦✈❡r✲
❛❣❡ ♦♥ s✉r❢❛❝❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✭εphilic = 0.25 ❦❝❛❧✴♠♦❧✮
t♦ t❤❡ ♠♦st ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ✭εphilic = 2.0 ❦❝❛❧✴♠♦❧✮✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts λ ❡q✉❛❧ ✭❛✮ ✷✷ ✭❜✮ ✶✶ ❛♥❞ ✭❝✮ ✻
✇❛t❡r ❝♦✈❡r❛❣❡ ✇❤❡♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ t♦ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❛❞s♦r♣✲
t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✱ ❍✸❖
✰ ❛♥❞ ❙❖ ✕✸ ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✐s st✐❧❧ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋♦r
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡s✱ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❛♥❞ ❍✸❖
✰ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ❝❤❛♥❝❡s t♦ ❜❡ ❛❞s♦r❜❡❞ ✇❤❡♥
t❤❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ❧♦✇❡r✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ P❊▼ ❋✉❡❧ ❈❡❧❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦①✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s
♦❝❝✉rr✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡s ❤❛✈❡ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦✈❡r✲
❛❣❡ ❬❋r❛♥❝♦ ✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r ❝♦✉❧❞ ❜❧♦❝❦ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❝t❛♥t
s♣❡❝✐❡s✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s✉❣✲
✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❣❡st t❤❛t ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❛❧②st
s✉r❢❛❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ✐s ♥♦t ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✉s✉✲
❛❧❧② ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ r❡s❡❛r❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♣❧❛t✐♥✉♠ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥
✐♥ P❊▼❋❈s✳
■♦♥♦♠❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥
❚❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
❜② ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ s♥❛♣s❤♦t ♦❢ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ✭t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ✵✳✺✺ ♥♠ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✮✳ ■♥ ♣♦❧②♠❡r s❝✐❡♥❝❡ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♠❡rs
❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❧♦♦♣✲tr❛✐♥✲t❛✐❧ ♠♦❞❡❧ ❬❋❧❡❡r ✶✾✾✸❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❛t✱ t❤❡
❛❞s♦r❜❡❞ ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡
s✉r❢❛❝❡✱ ❝❛❧❧❡❞ tr❛✐♥s✱ ❛♥❞ ♥♦✲❞✐r❡❝t ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❤❛t ❢♦r♠ ❧♦♦♣s ❛♥❞ t❛✐❧s
♦✈❡r t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ q✉❛♥t✐t② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✿ t❤❡ tr❛✐♥
❢r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛✐♥s ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ✇✐t❤✐♥
❛❞s♦r♣t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✮ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ❛❞s♦r❜❡❞ ❝❤❛✐♥ ✭tr❛✐♥s✱ ❧♦♦♣s
❛♥❞ t❛✐❧s✮ ❬❋❧❡❡r ✶✾✾✸✱ ◆②❧❛♥❞❡r ✷✵✵✻❪✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✻ ✇❡ s❤♦✇ t②♣✐❝❛❧ s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡
❛❞s♦r♣t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ tr❛✐♥s ♦❢ ❛❞s♦r❜❡❞ ✐♦♥♦♠❡rs✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✭θ = 150◦✮ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❛❞s♦r❜❡❞
♠❛✐♥❧② ✈✐❛ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✭❜r♦✇♥ ❜❡❛❞s✮✱ ❛s s✐♠✐❧❛r❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ ✐♦♥♦♠❡r ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ ❣r❛♣❤✐t✐③❡❞ ❝❛r❜♦♥ s❤❡❡ts ❬▼❛s❤✐♦ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ tr❛✐♥s ❞✐s♣❧❛② ❛
❡①t❡♥❞❡❞ ✷❉ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛♣♣❛r❡♥t ♦r❞❡r✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr❛✐♥ ❢r❛❝t✐♦♥
❜② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ♠♦♥♦♠❡rs ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠♦♥♦♠❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥ ❛❞s♦r❜❡❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✻✵✳ ❚❤❡ tr❛✐♥ ❢r❛❝t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ❝❛s❡s λ = 22✱ ✶✶ ❛♥❞ ✻ ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✵✳✺✻✱ ✵✳✸✻ ❛♥❞ ✵✳✸✵✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ λ = 22✱ t❤❡ ❛❞s♦r❜❡❞ ✐♦♥♦♠❡r ✐s ♠♦r❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤✐s ✐s
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛t❡r ❛❜s♦r❜❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❡r s✉r❢❛❝❡ t❤❛t ❝♦♠♣r❡ss❡s t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r
t♦✇❛r❞ t❤❡ ✇❛❧❧ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✜❧♠s ✇✐t❤ ❧❡ss ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇❛t❡r✳
❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✴❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✭θ = 100◦✮✱ t❤❡
✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s st❛rt t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r
❜❛❝❦❜♦♥❡s ♠♦✈❡ ✉♣✇❛r❞ t♦ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ✭②❡❧❧♦✇ ❜❡❛❞s✮✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ tr❛✐♥s ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✷✽✱ ✵✳✷✸ ❛♥❞ ✵✳✶✻ ❢♦r λ = 22✱ ✶✶ ❛♥❞ ✻✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ θ = 150◦ ❜❡❝❛✉s❡ ❤❡r❡✱ t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ❛r❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ❛❞s♦r❜❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❆ ❜❛❧❛♥❝❡❞
✺✳✸✳ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠✴✇❛❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✶✶✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❙♥❛♣s❤♦t ♦❢ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✵✳✺✻ ♥♠ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡s tr❛✐♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❜r♦✇♥✱ s✐❞❡✲
❝❤❛✐♥s ✐♥ ②❡❧❧♦✇✱ ❙❖✕✸ ✐♥ r❡❞✱ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s
✐♥ ✇❤✐t❡✳
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛t❡r✱ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡s❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡❞ ❝❛s❡s✱ ❛♥❞✱
❛s ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✻ ✭θ = 100◦✮✱ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❞♦♠❛✐♥s
♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡ ❛❞s♦r❜❡❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❢♦r♠ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✇✐r❡ ♦❢ ✇✐❞t❤ ❛❜♦✉t ✶✲✹ ♥♠
❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t✇❛r❞ t❤❡ ✇✐r❡✳ ❉✉❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞
❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦❢ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦①✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✇✐r❡s✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ✢❛t✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ r❛♥❞♦♠
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ str✉❝t✉r❛❧ s✉r❢❛❝❡s t❤✐s ✇✐r❡s ❝♦✉❧❞ ✉♥❢♦❧❞ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ ✐♥t♦
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ t❤❡
❍❖P● s✉r❢❛❝❡ ❬▼❛s✉❞❛ ✷✵✵✾❪✱ ✇❤❡r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ r✐❜❜♦♥✲❧✐❦❡ ✇✐r❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳
■♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡ ✭θ = 70◦✮✱ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✐s st✐❧❧ ♦❜s❡r✈❡❞✳
❋♦r λ = 22 ❛♥❞ ✶✶✱ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❢♦r♠ ✐s❧❛♥❞✲❧✐❦❡ ❞♦♠❛✐♥s ✭❣❧♦❜✉❧❛r str✉❝t✉r❡s✮✱ ✇✐t❤
❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❤❛✐♥s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ✭✇❤✐t❡
✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❜❡❛❞s✮✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ tr❛✐♥s ❢r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✵✳✶✵ ❛♥❞ ✵✳✵✾ ❢♦r λ = 22 ❛♥❞ ✶✶✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋♦r λ = 6 t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ❛❞s♦r❜❡❞✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❛t✱ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❛❞s♦r❜s
s♣❡❝✐❛❧❧② t❤r♦✉❣❤ ✐ts s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ✭r❡❞ ❜❡❛❞✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♦❝❝✉rs ❢♦r t❤❡ ♠♦st
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡ ✭θ = 30◦✮✳ ❚❤❡ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❛❞s♦r❜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ♦①②❣❡♥ ❢❛❝✐♥❣
t❤❡ ✇❛❧❧ ✭❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✾✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞s♦r❜❡❞ ❙❖ ✕✸ ✐s ❤✐❣❤❡r ❢♦r λ = 6 ❛♥❞ ✶✶✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♦♥
t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r λ = 22✱ ❙❖ ✕✸ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡❞✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ P❊▼❋❈✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❙❖ ✕✸
❣r♦✉♣s ❛✛❡❝ts t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t✐❡s ♦❢ ❝❛t❛❧②st
s✉r❢❛❝❡✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❜❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ t❤❡
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✐s ❤✐❣❤ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ❧♦✇ ❤②❞r❛t❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❙✉❜❜❛r❛♠❛♥ ❡t
❛❧✳ ❬❙✉❜❜❛r❛♠❛♥ ✷✵✶✵❜❪ ❤❛✈❡ ♣♦✐♥t❡❞ ✈❛r✐♦✉s ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥❝❧✉❞❡✿ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r ❝❛t✐♦♥✱
❡①t❡♥t ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✱ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ s✐❞❡
❝❤❛✐♥s✱ ❡t❝✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❙❖ ✕✸ ❜❡✐♥❣ ❛❞s♦r❜❡❞ ❜② ❢♦r♠✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs❡❞✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❙❖ ✕✸ ❛❞s♦r♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t ❞r✐✈❡s t❤❡
❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦✉r r❡s✉❧ts ❝❛♥♥♦t ♣r❡❞✐❝t ❤♦✇ ❙❖ ✕✸
❛❞s♦r♣t✐♦♥s ❛✛❡❝t ❦✐♥❡t✐❝ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉❣❣❡st ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r✳
❲❛t❡r ❛❞s♦r♣t✐♦♥
❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜❧♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♣r❡s❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t✐❡s ♦❢ ❛♥② s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ str♦♥❣❧② ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞s♦r❜❡❞ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s ♣♦✐♥t✱
✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✷❉ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s g2dOwOw(r) ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡
s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ s❤♦✇
♦♥❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r λ = 22✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼ s❤♦✇s t❤❡ g2dOwOw(r) ♦❢ ✇❛t❡r ✇✐t❤✐♥ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s
θ = 30◦✱ 70◦ ❛♥❞ 100◦✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ g2dOwOw(r) ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♣❧❛❝❡❞
✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥
r❡❣✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
✺✳✸✳ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠✴✇❛❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✶✶✼
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❲❛t❡r✲✇❛t❡r ✷❉ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛❞s♦r♣t✐♦♥
r❡❣✐♦♥ ❢♦r λ = 22❀
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦✳ ❚❤❡ g2dOwOw(r) ✐♥ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② ❛ ♥❡✇ ♠❛①✐♠❛ ❛t ❛❜♦✉t ✵✳✺✹ ♥♠ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ s❤♦✉❧❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ❛r♦✉♥❞
✵✳✹✸ ♥♠✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ♣❡❛❦s ❛r♦✉♥❞ ✵✳✼ ❛♥❞ ✵✳✾✹ ♥♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛r❡ ✈❡r②
✇❡❛❦✳ ❋♦r t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡s θ = 30◦ ❛♥❞ 70◦ t❤❡ g2dOwOw(r) ❝✉r✈❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳
❋♦r t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❛s❡ ✭θ = 100◦✮✱ g2dOwOw(r) ✐s ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✐♥ t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳
❚❤❡s❡ ♣❧♦ts ❛r❡ ❥✉st ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳ ■❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
✇❡r❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❝❤❛r❣❡❞ ♦r ✐❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❤❛♣♣❡♥✱ t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✇❛t❡r str✉❝t✉r❡✱ ✐✳❡✳ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡
r❡❣✐♦♥ ❛ ❢❡✇ ❛♥❣str♦♠s ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞♦✉❜❧❡
❧❛②❡r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬❋r❛♥❝♦ ✷✵✵✻❪✳
✶✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
✺✳✸✳✷ ❊✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r
r✉❧❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✉r❢❛❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
♥❡t ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ✜❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❛♥❞ ❍✸❖
✰ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳
❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✽ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♦♥ t❤❡
❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ✜rst ✇❡❧❧ ✐s ❞✉❡ t❤❡ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❛♥✐♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ◆❡t ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠
❛t λ = 22✱ ✶✶ ❛♥❞ ✻
✺✳✹✳ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠✴✈❛♣♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✶✶✾
♣❡❛❦ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❛❞s♦r❜❡❞ ✐♦♥♦♠❡r ❝❤❛✐♥s ❝❛♥ ✐♥❤✐❜✐t ❛❝❝❡ss ♦❢ ♣r♦t♦♥s t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡✱ t❤✐s ♣r❡✈❡♥t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ ♦♥ t❤✐s ❣r❛♣❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❛t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ✜❧♠✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡✳
✺✳✹ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠✴✈❛♣♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡
❚❤❡ ◆❛✜♦♥✴✈❛♣♦✉r ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❞✉❡ t♦
✐ts ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ✐♦♥♦♠❡r ✇❛t❡r ✉♣t❛❦❡ ❬❇❛ss ✷✵✶✶❪✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❤②✲
❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❜❛❝❦❜♦♥❡s ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ❜✉r✐❡❞
✉♥❞❡r t❤❡♠✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡❡♠❡❞ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❙❝❤r♦❡❞❡r✬s ♣❛r❛✲
❞♦①✱ ✐✳❡✳ ❞✐✛❡r❡♥t ◆❛✜♦♥ ✇❛t❡r ✉♣t❛❦❡ ♦❢ ❛ ❧✐q✉✐❞ s♦❧✈❡♥t ❛♥❞ ✐ts ✈❛♣♦✉r ❬❋r❡❣❡r ✷✵✵✾✱
❈❤♦✐ ✷✵✵✸❪✳ ❆ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉r✲
❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ♣♦❧②♠❡r ❬❇❛ss ✷✵✶✵✱ ❇❛ss ✷✵✶✶❪✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♠❛tr✐①✱ t❤❡♥✱ t❤❡ ♠❛tr✐①
♣❤❛s❡ ♠✉st ✏s♣r❡❛❞✑ ♦✈❡r t❤❡ ♣♦❧②♠❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ✏s✐♥❦✑ ❜❡❧♦✇ t❤❡
s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❢r❡❡ ✭t♦♣✮ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠✴✈❛♣♦r
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss✳
✺✳✹✳✶ ❍②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠ s✉r❢❛❝❡
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛♣♣❡❞
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ✉♥✐ts ♣r❡s❡♥t ❛t t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✳ ❲❡
❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✴✈❛♣♦✉r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❧♦❝❛t❡❞ ❢r♦♠ ✸✳✵
t♦ ✹✳✺ ♥♠ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s♣❡❝✐❡s ❛r❡ t❤❡ ❛t♦♠s ♦❢ ♣♦❧②♠❡r
❡①❝❡♣t t❤❡ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s♣❡❝✐❡s ✐♥❝❧✉❞❡ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s✱ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ❛ ❣r✐❞ ✇✐t❤
❜✐ts ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ 0.2 × 0.2 × 1.5 ♥♠ ❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ❊❛❝❤ ♠❛♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡
♦✈❡r ✶✵✵✵ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❜✐t✱ ✐t ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ni ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ ❉❡♥s✐t② ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t② ♦❢ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠ s✉r✲
❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ②❡❧❧♦✇ ❝♦❧♦r r❡♣r❡s❡♥t ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝♦❧♦r
r❡♣r❡s❡♥t ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ r❡❣✐♦♥s
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❛t♦♠s ♦❝❝✉♣②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
❜✐t✱ ✐✳❡✳ ni = V iphobic − V iphilic✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❏
♣❛r❛♠❡t❡r σ ❛s t❤❡ ✏r❛❞✐✉s✑ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❜✐ts ✇❤✐❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✐❞❡♥t✐❢② ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❜✐ts✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛♣s ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧♠ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ②❡❧❧♦✇
❝♦❧♦r r❡♣r❡s❡♥t ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜❧✉❡ ♦♥❡ ❛r❡ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ♦♥❡s✳ ❚❤❡
❜❧✉❡ r❡❣✐♦♥ ❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛♣s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ✜❧♠s θ = 150◦ ❛♥❞ 100◦ ❛t ❤✐❣❤
λ✱ ♣r♦❜❛❜❧② r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♣r❡s❡♥t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r
❜❛❝❦❜♦♥❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✜❧♠s ✇✐t❤ θ = 70◦ ❛♥❞ 30◦ ♣r❡s❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss ❜❧✉❡
r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✜❧♠ ❤❛s ❛ ♠❛ss✐✈❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❧❛②❡r ♦♥ t❤❡ t♦♣✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t② ✐s ❤✐❣❤❧② ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
✜❧♠s ❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ✇❛❧❧✳ ❲❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✱ t❤❡ ✜❧♠s ♣r❡s❡♥t
s✐♠✐❧❛r s✉r❢❛❝❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t②✳
❖✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉❣❣❡st t❤❛t t✉♥✐♥❣ t❤❡ ✜❧♠✴✇❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ♠♦❞✐❢②
✺✳✹✳ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠✴✈❛♣♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✶✷✶
◆❛✜♦♥ ✜❧♠✴✈❛♣♦✉r ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ θ = 30◦ ❧❡❛❞s t♦
❛ ✜❧♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣♦❧②♠❡r✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❢♦r♠s ❛ ✏❝r✉st✑ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ✏❝r✉st✑ s❤♦✉❧❞
♣r❡s❡♥t ❤✐❣❤ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇❛t❡r ✉♣t❛❦❡✳ ❉✉r✐♥❣
P❊▼❋❈ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤✐s ✏❝r✉st✑ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ tr❛♥s♣♦rt ❧♦ss❡s✳ ■t ❝♦✉❧❞
♦❜str✉❝t r❡❛❝t❛♥ts ✭❡✳❣✳ ❖✷ ❛♥❞ ❍✷✮✱ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❈▲ ♣♦r❡s✱ t♦ ❝r♦ss t❤❡ t❤✐♥✲✜❧♠
❢♦r r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝❛t❛❧②st s✐t❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✜❧♠s ❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤
θ = 150◦✱ s❤♦✇ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✐s ✐♥ ❞✐r❡❝t
❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♦♥
t❤❡ t♦♣ ❛♥❞✱ t❤❡♥✱ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛t❡r✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡
♠♦r❡ ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ ❢♦r ✇❛t❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♦♥❡ r❡♣♦rt❡❞
❜② ▼♦❞❡st✐♥♦ ❡t ❛❧✳ ❬▼♦❞❡st✐♥♦ ✷✵✶✷❪✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛s❝r✐❜❡ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤✐♥✲✜❧♠s t❤❛t
✇❡r❡ ❛r♦✉♥❞ ✷✵ t✐♠❡s t❤✐❝❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦✳
✺✳✹✳✷ ❙✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss
❆t t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✴✈❛♣♦✉r ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r t❡♥❞s t♦ ✢❛tt❡♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ ❡❛❝❤
✜❧♠✳ ❚❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ✐s ♦❢t❡♥ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ s✉r❢❛❝❡
❢r♦♠ ✐ts ✐❞❡❛❧ ❢♦r♠ ✭s❛②✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡
✭❘▼❙✮ ✈❛❧✉❡ Rq ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
Rq =
√√√√√ N∑
i=1
(Zi − Z¯)2
N
, ✭✺✳✶✮
✇❤❡r❡ Zi ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ith ❡①♣♦s❡❞ ❛t♦♠ ♦♥ t❤❡ ✜❧♠ s✉r❢❛❝❡✱ Z¯ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥
❤❡✐❣❤t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛t♦♠s✱ ❛♥❞ ◆ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛t♦♠s ❬❍✉❛♥❣ ✷✵✶✷❪✳
❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤♦s❡ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ ♦t❤❡r ❛t♦♠s ✐♥ ❛ sq✉❛r❡ ♣r✐s♠ ♦❢
❡❞❣❡ ✵✳✶ ♥♠ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ✺ ♥♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡♠✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❡①♣♦s❡❞ ♣♦❧②♠❡r ❛t♦♠s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✵✮
✶✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ ❳❨ ♠❛♣ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❛t♦♠s ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤✐♥✲✜❧♠s θ = 70◦ ❛♥❞ λ
❡q✉❛❧ ✭❛✮ ✷✷✱ ✭❜✮ ✶✶ ❛♥❞ ✭❝✮ ✻
❚❛❜❧❡ ✺✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❘▼❙ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧♠ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡
✜❧♠s s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✶✸✲✵✳✺✺ ♥♠✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❘▼❙ ♦❢ ◆❛✜♦♥
s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❛♠❜✐❡♥t ❛✐r ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✵✳✸✺ ❬❇❛ss ✷✵✶✵❪✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss
♦❢ t❤❡ ✜❧♠s ❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❛s❡s ✭θ = 100◦✮ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
♦t❤❡r ✜❧♠s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡✐r r❛♥❞♦♠ ❝❧✉st❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s θ = 150◦✱ 70◦ ❛♥❞ 30◦✱ t❤❡ ✜❧♠s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❧❛♠❡❧❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ✲ ❘▼❙
θ ✭❞❡❣r❡❡✮ λ = 22 λ = 11 λ = 6
150◦ ✵✳✶✻ ✵✳✷✺ ✵✳✷✾
100◦ ✵✳✷✶ ✵✳✺✻ ✵✳✷✾
70◦ ✵✳✶✸ ✵✳✹✻ ✵✳✷✹
30◦ ✵✳✷✺ ✵✳✹✹ ✵✳✸✵
❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇❛ss ❡t ❛❧✳ ❬❇❛ss ✷✵✶✵❪✱ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐s st❛❜❧❡
❛s ❢❛r ❛s t❤❡ ✇❛t❡r ✈❛♣♦✉r ✐s ♥♦t s❛t✉r❛t❡❞✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❧❛②❡r s❤♦✉❧❞
❞❡❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉r✐❡❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❣r♦✉♣s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♠✐❣r❛t❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❤❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ ❧♦✇ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥ts✮✱ t❤❡ ❤✐❣❤
❡♥❡r❣❡t✐❝ ❛♥❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❜❛rr✐❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ♠❛♥② ❣r♦✉♣s ♠❛② ❡✛❡❝t✐✈❡❧②
❦❡❡♣ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❦✐♥❡t✐❝❛❧❧② tr❛♣♣❡❞ ✐♥ t❤✐s st❛t❡ ❢♦r ✈❡r② ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❬❇❛ss ✷✵✶✵❪✳
✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠s
❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦✉r t②♣❡s ♦❢
✺✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✷✸
s✉❜str❛t❡✿ str♦♥❣ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✭θ = 150◦✮✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✭θ = 100◦✮✱ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ✭θ =
70◦✮ ❛♥❞ str♦♥❣ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ✭θ = 30◦✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡
♣r♦♣♦s❡❞ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✜❧♠✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳
❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✜❧♠ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ❛r❡✿ ✐✮ s❛♥❞✇✐❝❤ ✭❤✐❣❤ λ✮ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt❡❞ ♠✐❝❡❧❧❡s ✭❧♦✇ λ✮
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦st ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡❀ ✐✐✮ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝❧✉st❡r ❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡❀ ✐✐✐✮
❜✐❧❛②❡r ✭❤✐❣❤ λ✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐❧❛♠❡❧❧❛r ✭❧♦✇ λ✮ ❢♦r t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❛♥❞ ♠♦st ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝
s✉r❢❛❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✜❧♠s ❛t λ = 22 ❛♣♣❡❛rs
t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✇❡tt❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
t❤❡ s❛♥❞✇✐❝❤ ❛♥❞ ❜✐❧❛②❡r ✜❧♠ str✉❝t✉r❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❙❖ ✕✸ ❛♥❞ ❍✸❖
✰
s♦❧✈❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ s❛♥❞✇✐❝❤ str✉❝t✉r❡✱
t❤❡ ❜✐❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ s❤♦✇s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t ❙❖ ✕✸ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣♦♦r
❤②❞r❛t✐♦♥ ♦❢ ❍✸❖
✰ ❛♥❞ ❙❖ ✕✸ ✳
❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ P❊▼❋❈
❝❛t❛❧②st ❧❛②❡rs ❛❝r♦ss ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ✐s ♦♣❡r❛t✐♥❣
❛t ❤✐❣❤ ❝✉rr❡♥ts✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ✜❧❧s t❤❡ ❝❛t❛❧②st
❧❛②❡r ♣♦r❡s✱ ❤✉♠✐❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣r❡❣♥❛t❡❞ ✐♦♥♦♠❡r✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r
♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r ♠✐❣❤t ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❜✐❧❛②❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♥
t❤❡ s✉♣♣♦rts✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ s❛♥❞✇✐❝❤ ♦r ❝♦♥♥❡❝t❡❞✲❝❧✉st❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
❈❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✇❡tt❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞✉r✐♥❣
P❊▼❋❈ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ✐♠♣❧② ❛ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✱ ❛✛❡❝t✐♥❣ ✐ts st❛❜✐❧✐t②✳
❚❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ♦♥ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡tt❛❜✐❧✲
✐t② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❛♥❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ♦t❤❡r s♣❡❝✐❡s ❝❛♥ ✐♥❛❝t✐✈❛t❡
t❤❡ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞s♦r❜❡❞ ❡✈❡♥
✇❤❡♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ✐s ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ❛t ❧♦✇ ❤②❞r❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✴✈❛♣♦✉r ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ♦✉r r❡s✉❧ts
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐s ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✱ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r t♦♣ s✉r❢❛❝❡ t❡♥❞s t♦
❜❡ ♠♦r❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s❡ ✐♦♥♦♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞
♣r❡✈❡♥t r❡❛❝t❛♥ts ❜❡✐♥❣ ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❛t ✇❛t❡r ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❝t✐✈❡ ❢❛❝t♦r ❞❡✲
t❡r♠✐♥✐♥❣ ✐♦♥♦♠❡r ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✇❛t❡r✴s✉❜str❛t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛✉s❡s ❛
r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✐♦♥♦♠❡r r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♥❛♥♦✲str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ P❊▼❋❈ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡rs ❛r❡ ♠❛✐♥❧② r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦♥ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐t ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✐s
✶✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧♠ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛❜♦✈❡✳
❈❤❛♣t❡r ✻
❲❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥
◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❈♦♥t❡♥ts
✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✻✳✷ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
✻✳✷✳✶ ▼❡❛♥✲sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
✻✳✷✳✷ ❲❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ✜❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹
✻✳✸ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
✻✳✸✳✶ ❙❡❧❢✲✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
✻✳✸✳✷ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✈s✳ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✻✳✹ ❘♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✻✳✹✳✶ ❘♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✻✳✹✳✷ ❘♦t❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✈s✳ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸
✻✳✺ ▼❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺
✻✳✺✳✶ ▼❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♥❡❛r s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ✳ ✶✹✺
✻✳✻ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧ Pr♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
✻✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✻✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✷✼
✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♥❡❛r t❤❡ ❝❛t❛❧②st ❛♥❞
❝❛t❛❧②st s✉♣♣♦rt s✉r❢❛❝❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ P❊▼❋❈ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r✱ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧ st✉❞② ♦❢
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ ❝❤❛r❣❡s ❝❛rr✐❡rs ✐♥ ✐♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠s ✐s
❡ss❡♥t✐❛❧✳ ■♥ ❤②❞r❛t❡❞ ◆❛✜♦♥✱ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❝❤❛✐♥s ❤❛✈❡ ✈❡r② s❧♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s t❤❛t ✐ts ❛t♦♠s ✈✐❜r❛t❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡✐r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥✜❣✲
✉r❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ t✐♠❡s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭< 10 ♥s✮✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ♣r♦t♦♥s ❛r❡ ❢❛st ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♦❢
♠❛❥♦r ✐♥t❡r❡st ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡s❡ ❦✐♥❞ ♦❢ s②st❡♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♣r♦t♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s
❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❛ss ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✈✐❛ q✉❛♥✲
t✉♠ ♣r♦❝❡ss❡s ❬❑r❡✉❡r ✷✵✵✵❪✳ ❘❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠
❞②♥❛♠✐❝s r❡♠✐♥❞ ❛ ❧✐q✉✐❞ ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ ❛ s♦❢t ❝❤❛r❣❡❞ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧② ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t❡❞ ✈✐❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt
r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤✐s ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡
s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ✐t ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ♠♦st ❡✈✐❞❡♥t ❧✐♠✐t ♦❢ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠ ✐s ❝♦❛t❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✳ ■t ✐s
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛❧s♦ ❛✛❡❝t t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s✉❜str❛t❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♥s✐❞❡ ❤②❞r❛t❡❞ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ✜❧♠
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❢❛❝t♦r ✐♥ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦
❝❧❛r✐❢② ❤♦✇ t❤❡ ✇❛t❡r ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡rs✱ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♣♦❧②♠❡r ❜❛rr✐❡rs ❛✛❡❝t
t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜❧♠s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥❝❧✉❞❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s✐❞❡♥❝❡
t✐♠❡✳ ❲❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❢♦r ◆❛✜♦♥ ✜❧♠s ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✺ ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s✉♣♣♦rt✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✳ ❆t ❧❛st✱ ✇❡ r❡♣♦rt
❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦t♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧♦❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t ♣r♦t♦♥ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳
✶✷✽❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
✻✳✷ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s
✻✳✷✳✶ ▼❡❛♥✲sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
❚❤❡ ✈❡❤✐❝✉❧❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ✇❛s ✜rst ❛♥❛❧②s❡❞
❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥✲sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭▼❙❉✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❲❡
❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❞✉r✐♥❣ ❛ t♦t❛❧ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✺ ♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧♠
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st♦r❡❞ ❡✈❡r② ✺✵ ♣s ❢♦r
❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡✱ t❤❡
▼❙❉ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
♦♥❧② ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❞✐✛✉s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ✺ ♥♠ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✳ ❋r♦♠ t❤✐s q✉❛♥t✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①tr❛❝t❡❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧♠
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❡♠❜r❛♥❡✳
❇❡❢♦r❡ ❣♦✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ✐♥ t❤❡ ▼❙❉ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t ❛ ❣❡♥❡r❛❧
r❡♠❛r❦ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ①✱ ② ❛♥❞ ③ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜❧♠s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ✜❧♠ θ = 30◦ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ✶❉ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭xyz✮ t♦ t❤❡ ▼❙❉ ❢♦r ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠✳ ❙✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❢♦✉♥❞
❢♦r ❛❧❧ ✜❧♠s✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ x ❛♥❞ y ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛♥❞ t❤❡ z ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ♥♦t
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ▼❡❛♥✲sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✭❛✮ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ✭❜✮
❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ✐♥ x✱ y ❛♥❞ z ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t λ = 22 ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② θ = 30◦✳
❚❤❡ ♠❡❛♥✲sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤♦s❡
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳
✻✳✷✳ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✶✷✾
❞✐✛✉s✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❜❡❧♦✇✳
❚❤❡ z ❝♦♠♣♦♥❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ▼❙❉✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
t♦ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✸❉ ▼❙❉ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② 〈r2‖(t)〉 =
〈r2x(t)〉 + 〈r2y(t)〉 ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✭✐♥✲♣❧❛♥❡✮ ❛♥❞ 〈r2⊥(t)〉 = 〈r2z(t)〉 ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡
s✉r❢❛❝❡✳
✻✳✷✳✶✳✶ ■♥✲♣❧❛♥❡ ▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡❞ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
❚❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠❡❛♥✲sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠
✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧♠ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t θ ✐s t❤❡ ✇❛t❡r
❞r♦♣❧❡t ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ t❤❛t ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ θ = 30◦ ✭❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ✇❛❧❧✮ t♦ θ = 150◦ ✭❤②✲
❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✇❛❧❧✮✳ ❚❤❡ ✜rst ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✻✳✷ ✐s t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
❜♦t❤ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧
✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✳✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ▼❙❉s ♦❢ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥s✐❞❡ ❤✐❣❤❧② ❤②❞r❛t❡❞ ✜❧♠s ✭λ = 22✮✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❤❛✈❡ ❢❛st❡r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s θ = 70◦ ❛♥❞ 150◦✱ ✇❤❡r❡✐♥ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠♦st ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ θ = 100◦✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s st✐❧❧ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✱ t❤❡ ✇❛t❡r ▼❙❉ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ♦♥❡✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ▼❙❉s ❝✉r✈❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡
s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ✇❛t❡r
✭D‖,w✮ ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✭D‖,h✮ ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥✬s r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❉ ❝✉r✈❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢r♦♠
✶✳✺ t♦ ✷✳✺ ♥s✱ ✉s✐♥❣ d = 2 ✭✷❉ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ εphilic ✭t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ✜❣✉r❡ ❝❛♣t✐♦♥✮✳ ❇② ✇❛② ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❜✉❧❦
♠❡♠❜r❛♥❡ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤s ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳
❋♦r ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t λ = 22✱ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜❧♠s ❤❛✈❡ ❢❛st❡r ❞✐✛✉s✐♦♥
t❤❛♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ s❧♦✇❡r t❤❛♥
✐♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❜♦t❤ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠
❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❤✐❣❤❡r ♦r ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳
■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ ✜❣✉r❡s ✻✳✷ ❛♥❞ ✻✳✸ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇✐t❤ θ✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❛♥② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
✶✸✵❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ■♥✲♣❧❛♥❡ ♠❡❛♥✲sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✭❛✱❜✱❝✮ ✇❛t❡r ❛♥❞ ✭❞✱❡✱❢✮
❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜❧♠s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② θ✱ ❛♥❞ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ λ ❡q✉❛❧ ✭❛✱❞✮
✷✷ ✭❜✱❡✮ ✶✶ ❛♥❞ ✭❝✱❢✮ ✻✳
♠♦t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ❜✉t
♦♥❧② ✐♥❞✐r❡❝t❧②✱ ✈✐❛ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞
❤♦✇ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r ❛✛❡❝ts t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ♦♥❡ ♠✉st
r❡❢❡r t♦ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳
✻✳✷✳ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✶✸✶
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤
✜❧♠ ❛t λ = 22✱ ✶✶ ❛♥❞ ✻✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡
♠❡♠❜r❛♥❡ ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ λ✳ εphilic = 0.25✱ ✶✳✵✱ ✶✳✺ ❛♥❞ ✶✳✺ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
θ = 150◦✱ 100◦✱ 70◦ ❛♥❞ 30◦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋✐rst✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❧♠ ♣r❡s❡♥ts ❛ ✏s❛♥❞✇✐❝❤✑ str✉❝t✉r❡ ✭θ = 150◦✮ ♦r ✏❜✐❧❛②❡r✑ str✉❝t✉r❡
✭θ = 70◦ ❛♥❞ 30◦✮✱ t❤❡ ✇❛t❡r✲r✐❝❤ ❧❛②❡r ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r s❤♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❜✉❧❦✲
❧✐❦❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡s❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② s❤♦✉❧❞
❡♥❤❛♥❝❡ ✇❛t❡r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❛s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✳✭❛✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❛s❡ ✭θ = 100◦✮ ❞✐s♣❧❛②s ❛ ✏r❛♥❞♦♠✑ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐✛✉s❡ ✐♥s✐❞❡ ✇❛t❡r ♣♦♦❧s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ♥❛rr♦✇ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✇❛t❡r
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
❲❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ λ t♦ ✶✶✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❜❡❝♦♠❡s s❧♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡
✜❧♠ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✳✭❜✮✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝
s✉r❢❛❝❡ ✭θ = 150◦✮ t❤❡ ✏s❛♥❞✇✐❝❤✑ ❝♦♥✈❡rts t♦ ❛ ♠♦r❡ ✏✐♥✈❡rt❡❞ ♠✐❝❡❧❧❡s✑ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s
str✉❝t✉r❡ ❧❡❛✈❡s ❧❡ss r♦♦♠ ❢♦r ✇❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ✇❛t❡r ▼❙❉ ✐s
❧♦✇❡r ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✏❜✐❧❛②❡r✑ str✉❝t✉r❡ ✭θ = 70◦ ❛♥❞ 30◦✮✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
❝❛s❡✱ t❤❡ ✏r❛♥❞♦♠✑ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✇✐❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r
♣♦♦❧s ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✳ ❙✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r λ ❡q✉❛❧
✻✳ ■♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✏♠✉❧t✐❧❛♠❡❧❧❛r✑ str✉❝t✉r❡s ❛❧s♦ ❡♥❤❛♥❝❡
✇❛t❡r ♠♦❜✐❧✐t②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✳✭❝✮✳
❚❤❡ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t ✸ t✐♠❡s s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ✇❤❛t ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ✇❛t❡r✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ✐s
✶✸✷❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ❛t ❤✐❣❤ ❤②❞r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
λ✱ t❤❡ ▼❙❉s s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♥♦t str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② θ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❜✉❧❦ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳✭❜✮✮✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡
♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ❞♦❡s ♥♦t ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❡ ♦♥ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛s ✐♥
t❤❡ ✇❛t❡r ❝❛s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ♠♦t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♠♦r❡ ❤❛♠♣❡r❡❞ ❜② t❤❡
❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s t❤❛♥ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✜❣✉r❡
✻✳✷✳✭❞✮ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t✇♦ ✇❡❧❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ ▼❙❉✿ ❧❛r❣❡r ▼❙❉ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❢♦r ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢✉❧❧② ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❍✸❖
✰ ❛r♦✉♥❞ ❙❖ ✕✸ ✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡t ♦❢ ✜❣✉r❡
✻✳✷✳✭❞✮✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✭nSOh(r)✮ ♦❢ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ❛r♦✉♥❞ s✉❧❢✉r
❛t♦♠s ♦❢ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❧❛r❣❡r
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❍✸❖
✰ ❛t t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t✐❡s ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧♦✇❡r ❣❧♦❜❛❧ ❤②❞r♦♥✐✉♠
❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜❧♠✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✲r✐❝❤ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ✜❧♠s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝
s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ✐♥ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❛t ❤✐❣❤ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ❡♥❤❛♥❝❡ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ✇❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢
✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ❞♦♠❛✐♥s s❤❛♣❡ ❤❛s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❢♦r ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙❖✕✸
❣r♦✉♣s✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳
✻✳✷✳✶✳✷ ◆♦r♠❛❧ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛s ❛♥❛❧②s❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❛t❡r
❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ▼❙❉s ✐♥ zˆ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✳ ❆♥ ♦❜✈✐♦✉s ❝♦♥str❛✐♥t
❡①✐sts ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ✜♥✐t❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ zˆ
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t 〈r2⊥(t)〉 s❛t✉r❛t❡s t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ❛t ❧♦♥❣ t✐♠❡✳ ■♥
✜❣✉r❡ ✻✳✹✳✭❛✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ 〈r2⊥(t)〉 ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
λ = 22✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♠♦✈❡ ❢❛st ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡
✜❧♠✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❧✐♠✐t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ▼❙❉ ✐s ♥❡✈❡r
❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t 〈r2⊥(t)〉 ✈❛❧✉❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t✐♠❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
✵✳✺ ♥s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥ts ✐♥ zˆ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✇❛t❡r ❧❛②❡rs t❤✐❝❦♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✏s❛♥❞✇✐❝❤✑ ❛♥❞ ✏❜✐❧❛②❡r✑
✜❧♠s ❛s ✶✳✶✶ ♥♠ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ θ = 150◦ ❛♥❞ ✶✳✶✼ ❛♥❞ ✶✳✷✹ ♥♠ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s θ = 70◦
❛♥❞ 30◦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❛s❡ ✭θ = 100◦✮✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r
❞♦♠❛✐♥ ❡①t❡♥❞ ✉♣ t♦ ✶✳✶✾ ♥♠✳
✻✳✷✳ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✶✸✸
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ◆♦r♠❛❧ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✭❛✱❜✱❝✮ ✇❛t❡r ❛♥❞ ✭❞✱❡✱❢✮
❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜❧♠s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② θ ✇✐t❤ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ λ ❡q✉❛❧ ✭❛✱❞✮
✷✷ ✭❜✱❡✮ ✶✶ ❛♥❞ ✭❝✱❢✮ ✻✳
❲❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ✐s s❧♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ s❛t✉r❛✲
t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡s ✭θ = 70◦ ❛♥❞ 30◦✮✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t 〈r2⊥(t)〉 ✐s ❤✐❣❤❡r ❛t ❧♦✇ λ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❛t❡r ❞♦♠❛✐♥ ❡①t❡♥❞s ✐♥ z
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♥✜♥❡❞ ❛s ❛ t❤✐♥ ❧❛②❡r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜❧♠✳ ▼♦r❡✲
✶✸✹❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❛s❡s t❤❡ ✇❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡♥❞s ❛❧✇❛②s t♦ ❜❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❢♦r
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ λ✳ ❖♥❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♦♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡s
✇❛t❡r ✐s ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐ts ♠♦❜✐❧✐t② ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥✲
t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ✐♥s✐❞❡ t❤❡
✜❧♠ ✭✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ ♦♥ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❧❛t❡r✮✳ ❆t λ = 6✱ t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✇❛t❡r
♠♦t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ s✉❝❤ ✜❧♠s t❤❡ ✇❛t❡r ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ♣♦♦r❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✐♥ zˆ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❙✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✳✭❞✮✱
✭❡✮ ❛♥❞ ✭❢✮✮✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s t❡♥❞ t♦ ❝r♦ss t❤❡ ✜❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ♠♦r❡ r❛♣✐❞❧② ✐♥ t❤❡
❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❛s❡s t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❛ ✏❜✐❧❛②❡r✑
✜❧♠✱ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❛r❡ ♠❛ss✐✈❡❧② ❢♦✉♥❞ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ ✸ ♥♠ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡♥✱
❤②❞r♦♥✐✉♠ ✇♦✉❧❞ ❤❛r❞❧② ♠♦✈❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ P❊▼❋❈✱ t❤✐s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t♦♥ ❝❛rr✐❡rs
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❝❛rr✐❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♣♣❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ ❙❖ ✕✸
❣r♦✉♣s✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❛t❛❧②st s✐t❡s ❢♦r ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣
✐♥ t❤❡ ♦①②❣❡♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥ ✭❖❘❘✮✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❜♦t❤ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❞✐✛✉s✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠
❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜❧♠ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡✐r ❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t r♦❧❡ ♦♥❧②✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✇❡tt❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥② s✐♠♣❧❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s
t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✐ss✉❡✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛s❡s st✉❞✐❡❞
✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ tr❛❝❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✈❡rs✉s θ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛r❡
❝♦♥✈✐♥❝❡❞ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠s ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s
❛♥❞ t❤❡♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❝❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡ ♦r ♠✐t✐❣❛t❡ ✇❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜❧♠✳
✻✳✷✳✷ ❲❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ✜❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss
❉✉❡ t♦ t❤❡ str♦♥❣ str✉❝t✉r❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠
✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✺✮✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐s ♥♦t ✐s♦tr♦♣✐❝✳
❚❤❡ ✜❧♠ ♠❛② ❤❛✈❡ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t✳ ■♥
✻✳✷✳ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✶✸✺
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ z ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚♦
q✉❛♥t✐❢② s♣❛❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s♣♦rt✱ ✇❡ r❡str✐❝t t♦ t❤❡ xy✲♣❧❛♥❡✱ s❧✐❝❡ t❤❡ ✜❧♠ ✐♥ ♦✈❡r✲
❧❛♣♣✐♥❣ s❧❛❜s ♦❢ ✇✐❞t❤ ✵✳✺ ♥♠ ✇✐t❤ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✶ ♥♠✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❬❙❝❤❡✐❞❧❡r ✷✵✵✹❪ ✿
〈r2‖(z, t)〉 =
1
N
N∑
i=1
〈|~ri(t)− ~ri(0)|2δ(zi(0)− z)〉 . ✭✻✳✶✮
❍❡r❡ 〈...〉 ✐s t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ~ri(t) ✐s t❤❡ xy ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ i = 1, ..., N ✳ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✻✳✶ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤❛t ❛t t = 0 ❤❛❞ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ z ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠✐❣❤t st✐❧❧ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥
t❤❡ s❧❛❜s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ♣♦❧②♠❡r✲r✐❝❤
s❧❛❜s✮✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ③✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭D‖,w(z) = 〈r2‖(z, t)〉/4t✮✱
✈✐❛ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❡ s♣❛❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥✜♥❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❬❙❝❤❡✐❞❧❡r ✷✵✵✵✱
❙❝❤❡✐❞❧❡r ✷✵✵✷✱ ❙❝❤❡✐❞❧❡r ✷✵✵✹❪✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧♠✳ ❋♦r θ = 150◦ ❛♥❞ 100◦✱ D‖,w(z) ✐s q✉✐t❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛❝r♦ss
t❤❡ ✜❧♠✱ ❛♥❞ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t♦t❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r θ = 70◦ ❛♥❞
30◦ ❞r❛♠❛t✐❝ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❛t ✐♥t❡r♠❡✲
❞✐❛t❡ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉r❡ ✇❛t❡r ❧❛②❡rs ❛t s♠❛❧❧
③ ✭t❤❡ ✜❧♠s ❞✐s♣❧❛② ❜✐❧❛②❡r str✉❝t✉r❡s✮✳ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s str♦♥❣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✱
st❡❛❞✐❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛t ❞✐st❛♥❝❡s z > 2.5 ♥♠✳ ■♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s
❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛❧✉❡✱ ❛s ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❧✐q✲
✉✐❞s ❝♦♥✜♥❡❞ ❜② s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❬❙❝❤❡✐❞❧❡r ✷✵✵✵✱ ❙❝❤❡✐❞❧❡r ✷✵✵✷✱ ❙❝❤❡✐❞❧❡r ✷✵✵✹❪✳
D‖,w(z) ❜❡❝♦♠✐♥❣ str♦♥❣❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r ❞✐st❛♥❝❡s✱ ✇❤❡r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤
♣♦❧②♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡s ❛♥❞ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ✈❡r② str♦♥❣✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✲r✐❝❤ ❧❛②❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ♦♥ t❤❡
t♦♣ ❝❛♥ ❥✉st✐❢② t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ D‖w(z) ❢♦r ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡s✱ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r
❛♥❞ ✐♦♥♦♠❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦♥❧② ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
♦❢ D‖w(z)✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✇❛t❡r✲r✐❝❤ ❧❛②❡r ✐s ❛❧s♦ ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ θ = 150◦
❛t λ = 22✱ ❜✉t t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ ❛♥② str♦♥❣ ❞❡❝❛②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ D‖w(z) s❤♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛❝r♦ss t❤❡ ✜❧♠✳ ■♥ ♦r❞❡r
✶✸✻❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ z ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢♦r ❞✐✈❡rs❡ ✜❧♠s ✇✐t❤ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✭❛✮ λ = 22✱
✭❜✮✶✶ ❛♥❞ ✭❝✮ ✻✳
t♦ ✜♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ D‖w(z) ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❝❧✉st❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷✳ ❚❤❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♣❡❛❦s ❜❡t✇❡❡♥
✷✳✷✺ ✲ ✸✳✺ ♥♠ ❢♦r λ = 22 ❛♥❞ ✶✶ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✳✼✺ ✲ ✸✳✷✺ ♥♠ ❢♦r λ = 6 ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡s str♦♥❣❧② s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ✇❛t❡r ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❛❧s♦ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡s✳ ❋♦r ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❛s❡s t❤❡ ❙❖
✕
✸ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ♠♦r❡
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜❧♠ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r❡♠❛✐♥s ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ❛❝r♦ss t❤❡ ✜❧♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛t❡r ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ str✉❝t✉r❛❧
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ♥♦t ❜② ♠❡r❡ ❙❖
✕
✸ ♣r❡s❡♥❝❡✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❛t❡r s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤
✻✳✸✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✶✸✼
s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s s✐t❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❛r❣❡❧② r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬P❛❞❞✐s♦♥ ✷✵✵✵✱
❑r❡✉❡r ✷✵✵✵❪✳ ❚❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❜♦✉♥❞❡❞ ✭s❧♦✇✮✱ ❧♦♦s❡❧② ❜♦✉♥❞❡❞
❛♥❞ ❢r❡❡ ✇❛t❡r ✭❢❛st✮ t♦ ❙❖ ✕✸ ❬❑✐♠ ✷✵✵✸❪✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
♦✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐s t❤❛t s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡
❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡❞ ♦r ❞✐s♣❡rs❡❞✱ ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❢❛❝t♦r ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t ❙❖ ✕✸ ❝❧✉st❡rs r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞
❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s t❤❛t s❝r❡❡♥ t❤❡ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
s❤♦✉❧❞ ❜❡ st❛❜❧❡✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s ❦❡❡♣s t❤❡ ✇❛t❡r ❛t ❧♦✇ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠♦r❡
❝♦♠♣❛❝t t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡s✱ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
✇❛t❡r ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣✱ ❢r♦♠ ♦✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❢❛❝t♦rs t❤❛t
❣♦✈❡r♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ ✜❧♠✿ ✇❛t❡r ❞♦♠❛✐♥s s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡
♦❢ ❙❖ ✕✸ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳
✻✳✸ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s
✻✳✸✳✶ ❙❡❧❢✲✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥
❍❛✈✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ✈❡❤✐❝✉❧❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠s✱ ✇❡ ♥♦✇ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s✐♠✐❧❛r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ F (~q, t)✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
F (~q, t) =
1
N
N∑
i=1
N∑
j=1
〈exp [−i~q · (~ri(t)− ~rj(0))]〉 . ✭✻✳✷✮
❍❡r❡✱ ~ri(t) ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t ❛♥❞ ~q ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ~q = 2πL (nx, ny, nz)✱
✇❤❡r❡ ni ❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ L ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦①✳ ❚❤❡ s❡❧❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ Fs(~q, t)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦t✐♦♥✱
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✷ t♦ t❤❡ t❡r♠s ✇✐t❤
i = j✿
Fs(~q, t) =
1
N
N∑
i=1
〈exp [−i~q · (~ri(t)− ~ri(0))]〉 . ✭✻✳✸✮
❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝♦❤❡r❡♥t
❛♥❞ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ♥❡✉tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t♦t❛❧
✶✸✽❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ■♥❝♦❤❡r❡♥t ✭s❡❧❢✮ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s Fs(~q, t) ❛t
|~q| = 1.05✱ ✵✳✾✷ ❛♥❞ ✵✳✼✽ ♥♠−1 ❢♦r λ = 6✱ ✶✶ ❛♥❞ ✷✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❢♦r ✭❛✮ ✇❛t❡r ❛♥❞ ✭❜✮ ❤②❞r♦♥✐✉♠✳
❛♥❞ s❡❧❢✲✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ Fs(~q, t) ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡❝❛② ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡
✭♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ~q✮✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠✱
t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ s❡❧❢✲✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❣✐✈❡♥ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r✳ ❲❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ F ‖s (~q, t) ❢♦r ❛ ~q✲✈❡❝t♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs ~q = 2π
L
(1, 0, 0) ❛♥❞ 2π
L
(0, 1, 0)✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲
✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ✱ t❤✉s✱ |~q| ✈❛r✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ λ✱ ✇✐t❤ |~q| = 1.05✱ ✵✳✾✷ ❛♥❞
✵✳✼✽ ♥♠−1 ❢♦r λ = 6✱ ✶✶ ❛♥❞ ✷✷✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✻ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ✜❧♠✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✐s ♥♦t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❜❡✐♥❣ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ τq ♦♥ θ ❛♥❞ λ✱
✇❡ ✐♠♣♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ Fs(2π/L, t) ≈ exp(−t/τq) ❛♥❞ ❡①tr❛❝t ❛
r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛s Fs(2π/L, τq) = e−1✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✶ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛
✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ Fs(~q, t) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ~q✱
✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ✜❧♠s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳
❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ τq ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✶ ❝♦♥✜r♠ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ θ✱ ❛s ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ✇❛t❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ t❤❡
❤✐❣❤❡st ❢♦r ✜❧♠s θ = 100◦✱ ✇❤✐❧❡ ❤②❞r♦♥✐✉♠ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢♦r θ = 70◦
❛♥❞ 30◦✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ❧♦✇❡st ✇❛t❡r ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ✐♥ t❤❡ ✜❧♠s t❤❛t ♣r❡s❡♥t r❛♥❞♦♠
✻✳✸✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✶✸✾
❙tr✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❍✷❖ ✿ τq ✭♣s✮
λ = 6 λ = 11 λ = 22
θ ✭❞❡❣r❡❡✮ |~q| = 1.05 ♥♠−1 |~q| = 0.92 ♥♠−1 |~q| = 0.78 ♥♠−1
150◦ ✵✳✻✷✽ ×103 ✵✳✹✼✽ ×103 ✵✳✹✵✹ ×103
100◦ ✵✳✾✾✽ ×103 ✵✳✺✺✷ ×103 ✵✳✹✹✶ ×103
70◦ ✵✳✺✶✹ ×103 ✵✳✹✻✸ ×103 ✵✳✸✽✾ ×103
30◦ ✵✳✺✽✸ ×103 ✵✳✹✼✸ ×103 ✵✳✹✷✶ ×103
❙tr✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❍✸❖
✰ ✿ τq ✭♣s✮
λ = 6 λ = 11 λ = 22
θ ✭❞❡❣r❡❡✮ |~q| = 1.05 ♥♠−1 |~q| = 0.92 ♥♠−1 |~q| = 0.78 ♥♠−1
150◦ ✸✳✾✼✼ ×103 ✷✳✸✶✽ ×103 ✶✳✷✽✶ ×103
100◦ ✺✳✶✼✹ ×103 ✷✳✶✺✻ ×103 ✶✳✹✹✸ ×103
70◦ ✸✳✷✼✼ ×103 ✷✳✼✷✹ ×103 ✷✳✺✷✽ ×103
30◦ ✺✳✵✹✸ ×103 ✸✳✶✵✹ ×103 ✷✳✸✻✽ ×103
❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ τq❢♦r t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s
s❤♦✇❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✻ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠❡t❤♦❞ F (q, τq) = e
−1✳
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭θ = 100◦✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ❍✸❖
✰ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s r❡s✉❧t ♦❢ ❧❛r❣❡ ❙❖ ✕✸
❝❧✉st❡rs ❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❧♠s ❢♦r ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡s ✭θ = 70◦ ❛♥❞ 30◦✮✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧
❞✐s❝✉ss t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱
s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳
✻✳✸✳✷ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✈s✳ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❲❡ ♥♦✇ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ s♣❛❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t str✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ τq✱ ❢r♦♠ ❛
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡❧❢✲✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
Fs(~q, z, t) =
1
N
N∑
i=1
〈exp [−i~q · (~ri(t)− ~ri(0))] δ(zi(0)− z)〉 ✭✻✳✹✮
✇❤❡r❡ Fs(~q, z, t) ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❛t ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ t = t0 ❤❛❞ ❛ ❞✐st❛♥❝❡
③ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❬❙❝❤❡✐❞❧❡r ✷✵✵✷❪✳ ❲❡ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳
■♥❞❡❡❞✱ ♣♦♦r st❛t✐st✐❝ ❢♦r ❤②❞r♦♥✐✉♠s ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡①tr❛❝t r❡❧✐❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs ~q ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ τq(z)✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ③✱ ❜②
✐♠♣♦s✐♥❣ Fs(~q, z, τq) = e−1✳
✶✹✵❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❙tr✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ τq(z) ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ z ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠❡t❤♦❞
Fs(~q, z, τq) = e
−1✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ s❤♦✇s τq(z) ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ ❛♥❞ λ✳ ❋♦r t❤❡
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡s ✭θ = 70◦ ❛♥❞ 30◦✮✱ τq(z) ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ z ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✱
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t t♦ ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
D‖,w(z)✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❙❖ ✕✸
✐♥ t❤❡ t♦♣ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✳ ❚❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ τq(z) ✐♥ t❤❡ ✜❧♠ θ = 150◦
❛t λ = 6 ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✳✭❝✮✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛s❝r✐❜❡❞ t♦ ❞✐✣❝✉❧t s❛♠♣❧✐♥❣ ❢♦r ❧♦✇ λ✱ ✇✐t❤ ♥♦
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♦✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳
❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ❜② ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t ✇❛t❡r ❞②♥❛♠✐❝s
✻✳✹✳ ❘♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✶✹✶
✐s ❤✐❣❤❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛❝r♦ss t❤❡ ✜❧♠s ✇✐t❤ ✏❜✐❧❛②❡r✑ ❛♥❞ ✏♠✉❧t✐❧❛♠❡❧❧❛✑ str✉❝t✉r❡s✳
■♥ ❛ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r ✇❛② t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡s ♦❢ ◆❛✜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦r❡❞
❤♦✇ s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✇❛t❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ✇❛t❡r
❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ◆❛✜♦♥✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳
✻✳✹ ❘♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s
✻✳✹✳✶ ❘♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❤❛s
❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ♦♥ st✉❞②✐♥❣ t❤✐s ❞②♥❛♠✐❝s ✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞②✲
♥❛♠✐❝s ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛t❡r✲❤②❞r♦♥✐✉♠
❛♥❞ ✇❛t❡r✲✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ t❤❡r❡✲
❢♦r❡ ❤❛✈❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞
❤②❞r♦♥✐✉♠✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r uˆi(t) ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
✇❛② ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❋♦r ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❡ ❝❤♦♦s❡ uˆi(t) ❛s t❤❡ ♥♦r♠❛❧
✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❍✷❖ ♣❧❛♥❡✱ ✐✳❡✳ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ♦①②❣❡♥✲❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s✳
❋♦r ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡
t❤r❡❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✈✐❛ t❤❡ ❞②✲
♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✳ ❙♦♠❡
♦❢ t❤❡s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬❙✐♠♦♥ ✶✾✾✵❪✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡ ❛♥
❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r uˆi ❣✐✈❡♥ ❜②
Cl(t) =
1
N
〈
N∑
i=1
Pl(~ui(t) · ~ui(0))
〉
, ✭✻✳✺✮
✇❤❡r❡ Pl ✐s ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ♦r❞❡r l✱ ✇❤❡r❡ P1 = x ❛♥❞ P2 = 12(3x
2 − 1) ❢♦r
l = 1 ❛♥❞ ✷✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s s❤♦rt ✭❧❡ss t❤❛♥
✷ ♣s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Cl(t) ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❤♦rt tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧
❡q✉❛❧ ✶✵✵ ♣s ✇✐t❤ s♥❛♣s❤♦ts st♦r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❡✈❡r② ✵✳✺ ♣s✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧
✶✹✷❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❘♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧s ♦❢ ♦r❞❡r ✶ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ✭❛✮ ✇❛t❡r ❛♥❞ ✭❜✮ ❤②❞r♦♥✐✉♠✳
❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ♦r❞❡r ✶ ❢♦r ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✽✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ τl ❜② t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
♠❡t❤♦❞ Cl(τl) = e−1✱ ✐♠♣♦s✐♥❣ Cl(t) ≈ exp(−t/τl)✳
❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ❧✐sts t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ τl ♦❢ t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢
♦r❞❡r l = 1 ❛♥❞ ✷✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✜❧♠s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❍✸❖
✰ ✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ τl ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡s
✭θ = 70◦ ❛♥❞ 30◦✮✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♦♥ r♦t❛t✐♦♥ ♠♦t✐♦♥s ❛r❡ s❧♦✇❡r✳ ❚❤✐s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ❢♦r t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❝❧♦s❡ t♦ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s✱ ❛s
✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r nSOh ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡
❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡
❍✸❖
✰ ✐♥t❡rs♣❡rs❡ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♦r✐❡♥t❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② st❛❜❧❡ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
r♦t❛t✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❍✸❖
✰ ✐s ❤❛♠♣❡r❡❞✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t str♦♥❣❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❤②✲
❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ θ✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ τl ❛♠♦♥❣
✜❧♠s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❲❤❡♥ ✐t ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ τl ✐♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱
t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❛❧✇❛②s s❧✐❣❤t❧② ❢❛st❡r ✐♥ t❤❡ ✜❧♠s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ τl ✐♥❝r❡❛s❡s
✇✐t❤ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✱ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❜✉❧❦✲❧✐❦❡ ✇❛t❡r✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ◆❡✈❡r✲
t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s s❤♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✱
❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
✇❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ✇❛t❡r r♦t❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡
✻✳✹✳ ❘♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✶✹✸
❘♦t❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❍✷❖ ✿ τl ✭♣s✮
λ = 6 λ = 11 λ = 22
θ ✭❞❡❣r❡❡✮ τ1 τ2 τ1 τ2 τ1 τ2
150◦ ✶✳✽✶ ✵✳✺✸ ✶✳✺✵ ✵✳✹✽ ✶✳✹✶ ✵✳✹✼
100◦ ✶✳✽✶ ✵✳✺✸ ✶✳✺✵ ✵✳✹✽ ✶✳✸✺ ✵✳✹✻
70◦ ✶✳✾✶ ✵✳✺✾ ✶✳✺✸ ✵✳✹✾ ✶✳✸✷ ✵✳✹✻
30◦ ✶✳✽✼ ✵✳✺✼ ✶✳✺✹ ✵✳✹✽ ✶✳✸✹ ✵✳✹✼
♠❡♠❜r❛♥❡ ✷✳✵✵✶ ✵✳✻✹ ✶✳✻✾ ✵✳✺✵ ✶✳✸✽ ✵✳✹✼
❘♦t❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❍✸❖
✰ ✿ τl ✭♣s✮
λ = 6 λ = 11 λ = 22
θ ✭❞❡❣r❡❡✮ τ1 τ2 τ1 τ2 τ1 τ2
150◦ ✶✸✳✺✽ ✸✳✵✸ ✽✳✸✶ ✶✳✾✻ ✺✳✵✺ ✶✳✹✹
100◦ ✶✺✳✶✷ ✸✳✶✷ ✽✳✺✺ ✶✳✾✵ ✺✳✹✶ ✶✳✹✸
70◦ ✶✾✳✸✹ ✸✳✻✻ ✾✳✵✺ ✷✳✷✶ ✼✳✾✾ ✶✳✾✺
30◦ ✸✺✳✵✹ ✹✳✾✹ ✶✶✳✾✺ ✷✳✺✶ ✾✳✵✺ ✷✳✵✼
♠❡♠❜r❛♥❡ ✽✳✷✸ ✷✳✹✵ ✼✳✸✶ ✶✳✾✼ ✹✳✹✼ ✶✳✹✵
❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ❘♦t❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭τl✮ ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Cl(t) ♦❢ t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢
♦r❞❡r l = 1 ❛♥❞ ✷ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✺✮✳ τl ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠❡t❤♦❞
Cl(τl) = e
−1✳
s✉r❢❛❝❡✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❝❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❜♦✈❡✳
✻✳✹✳✷ ❘♦t❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✈s✳ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❚❤❡ ✇❛t❡r r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈✐❛ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✺✿
Cl(t, z) =
1
N
〈
N∑
i=1
Pl(~ui(t) · ~ui(0))δ(zi(0)− z)
〉
, ✭✻✳✻✮
Cl(t, z) ❝♦♥s✐❞❡rs ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s❧❛❜ ❝❡♥tr❡❞ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ z ❛t ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ t0✳ ❲❡
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r♦t❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ τl(z)✱ ❜② ✜tt✐♥❣ ❛ str❡t❝❤❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
exp(−t/τl(z)) t♦ Cl(τl, z)✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ♦♥❧② r❡s✉❧ts ♦❢ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢
♦r❞❡r l = 1✳ ❙✐♠✐❧❛r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② r❡s✉❧ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r l = 2✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ s❤♦✇s τ1(z) ❢♦r ❡✈❡r② ✜❧♠ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② θ ❛♥❞ λ✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ✇❤❛t
✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t D‖w(z) ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ τq(z)✱ τ1(z)
✶✹✹❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❘♦t❛t✐♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ✇❛t❡r ♥♦r♠❛❧ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r l = 1 ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ③ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳
✐s ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥ ❜♦t❤ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❛s❡s✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✾✳✭❛✮✱ ✇❡ ❝❧❡❛r❧②
♦❜s❡r✈❡ t✇♦ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛①✐♠✉♠s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ θ = 150◦✳ ❚❤✐s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❢✉❧❧②
❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ρSO−
3
(z) ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛
❢♦✉♥❞ ✐♥ τl(z) ✭❛r♦✉♥❞ ✵✳✾ ♥♠ ❛♥❞ ✸✳✶ ♥♠✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ ρSO−
3
(z)✳ ❚❤❡
s❛♠❡ tr❡♥❞ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✜❧♠s✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❞✐♣♦❧❡s ✇✐t❤ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ✐s str✐❦✐♥❣✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡
❛ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ str✐❝t❧② ❢♦❧❧♦✇s
t❤❡ ❙❖ ✕✸ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡
❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ t❤❛♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢❛❝t ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❙❖ ✕✸ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡s
✻✳✺✳ ▼❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ✶✹✺
♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ♦r ❞✐s♣❡rs❡ s❡❡♠s t♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s✱ ✇✐t❤♦✉t ❣✐✈❡♥ r❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥✐❝ ❝❧✉st❡rs✳
✻✳✺ ▼❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡
■♥ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❙❖ ✕✸ ❝❧✉st❡rs str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡
s♦❧✈❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤❡❞ ♠♦r❡ ❧✐❣❤t ♦♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t②
♦❢ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❛t ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s s♦❧✈❛t✐♦♥ s❤❡❧❧✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡
t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ✇❛t❡r ♠♦❜✐❧✐t② ✐♥ ❍✸❖
✰ ❤②❞r❛t✐♦♥ s❤❡❧❧✳
❚❤❡ ♠❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ s♣❛♥ ❞✉r✐♥❣
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ st❛②s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❣✐♦♥ ♦r ❤②❞r❛t✐♦♥ s❤❡❧❧✳ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠♠♦♥❧②
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤✐s t✐♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♣❡rs✐st✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♥❡❛r t❤❡ ✐♦♥✐❝ ❣r♦✉♣s ♦r ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞❡♥❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬▲❡❡ ✶✾✾✹❪✱
R(r, t) =
1
Nr(t)
N∑
i=1
[hi(r, t) · hi(r, 0)] , ✭✻✳✼✮
✇❤❡r❡ hi(r, t) ✐s ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ✐s ✶ ✐❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐ ✐s ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ r ❛t t✐♠❡ t ❛♥❞
✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❛♥❞ Nr(t) ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ r ❛t t✐♠❡ t✳
❚❤❡ ♠❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ τMR ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ R(r, t) t♦ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ exp(−t/τMR)✳
✻✳✺✳✶ ▼❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♥❡❛r s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❤②❞r♦✲
♥✐✉♠ ✐♦♥s
❚❤❡ ♠❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡s ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ✭τMR✮ ❛r♦✉♥❞
❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❖
✕
✸ ❣r♦✉♣s✳ ❋✐❣✉r❡
✻✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✵✳✷✲✵✳✹ ♥♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜❧♠s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t λ ❛♥❞ θ✳ ❚❤❡ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛t t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤s ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐st ♦❢ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✵✳✹✲✵✳✻ ♥♠ ❛♥❞
✶✹✻❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ▼❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ✭❛✮ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ✭❜✮ ❤②❞r♦♥✐✉♠
✐♦♥s ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ✵✳✷ t♦ ✵✳✹ ♥♠ ❢r♦♠ ❙❖✕✸ ❣r♦✉♣✳
✵✳✻✲✵✳✽ ♥♠ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✸✳
❚❛❜❧❡ ✻✳✸ s❤♦✇s t❤❛t ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❤❛✈❡ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸ t✐♠❡s
❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ✇❛t❡r ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❆ ❤✐❣❤ r❡s✐❞❡♥❝❡
t✐♠❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❧♦✇ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡✐r str♦♥❣ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✜①❡❞ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❜♦t❤ ✇❛t❡r ❛♥❞
❤②❞r♦♥✐✉♠ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ✜❧♠s θ = 30◦ ❛♥❞ 70◦✳ ❋♦r t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱
✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ tr❛♣♣❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s✳ ◆♦t✐❝❡ ❛❧s♦ t❤❛t ❢♦r
λ = 22✱ t❤❡ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ❍✸❖
✰ ✐s ❛❧♠♦st t✇✐❝❡ ❛s ❧♦♥❣ ❢♦r ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡ t❤❛♥
❢♦r t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❛s❡✳ ❲❡ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❝❧✉st❡rs
❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✜❧♠✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡r t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ s♦❧✈❡♥t
st❛②s ❝❧♦s❡ t♦ ❙❖ ✕✸ ✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✶ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ✇❛t❡r ♥❡❛r ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s✳ ❲❡
♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞s ❢♦r t❤❡ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ✇❛t❡r ♥❡❛r s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s✱ ✐✳❡✳ t❤❡
r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡s ♦❢ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❛r❡ ❧♦♥❣❡r ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ θ = 30◦ ❛♥❞ 70◦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠♦st
❍✸❖
✰ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ✇❛t❡r
❛r♦✉♥❞ ❙❖ ✕✸ ❛♥❞ ❍✸❖
✰ ✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ t❤❡ ✜rst ❤②❞r❛t✐♦♥
s❤❡❧❧ ♦❢ ❍✸❖
✰ ✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦♥ ❙❖ ✕✸ ✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ♥❡t✇♦r❦ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
✻✳✺✳ ▼❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ✶✹✼
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ▼❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♥❡❛r ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s✳
▼❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ❍✷❖ ♥❡❛r ❙❖
✕
✸ ✿ τMR ✭♣s✮
λ = 6 λ = 11 λ = 22
θ ✭❞❡❣r❡❡✮ ✷✲✹ ➴ ✹✲✻ ➴ ✻✲✽ ➴ ✷✲✹ ➴ ✹✲✻ ➴ ✻✲✽ ➴ ✷✲✹ ➴ ✹✲✻ ➴ ✻✲✽ ➴
150◦ ✼✳✺✶ ✾✳✹✼ ✼✳✹✻ ✺✳✾✷ ✼✳✷✻ ✺✳✹✺ ✺✳✵✺ ✺✳✼✽ ✹✳✸
100◦ ✽✳✵✷ ✾✳✽✺ ✽✳✸✹ ✺✳✾✶ ✻✳✽✹ ✺✳✹✾ ✹✳✼✾ ✺✳✹✽ ✹✳✸✺
70◦ ✽✳✸ ✶✶✳✶✸ ✾✳✹✷ ✼✳✵ ✼✳✾✾ ✻✳✸✸ ✻✳✵✷ ✻✳✻✾ ✹✳✾✷
30◦ ✾✳✶✹ ✶✶✳✶✺ ✾✳✽✺ ✼✳✸✽ ✽✳✽✵ ✻✳✽✸ ✺✳✹✶ ✻✳✸✹ ✹✳✽✶
♠❡♠❜r❛♥❡ ✽✳✶✽ ✾✳✾✸ ✽✳✵✹ ✻✳✸✹ ✼✳✹ ✺✳✽✽ ✹✳✾✽ ✺✳✹✶ ✹✳✸✷
▼❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ❍✸❖
✰ ♥❡❛r ❙❖✕✸ ✿ τMR ✭♣s✮
λ = 6 λ = 11 λ = 22
θ ✭❞❡❣r❡❡✮ ✷✲✹ ➴ ✹✲✻ ➴ ✻✲✽ ➴ ✷✲✹ ➴ ✹✲✻ ➴ ✻✲✽ ➴ ✷✲✹ ➴ ✹✲✻ ➴ ✻✲✽ ➴
150◦ ✸✺✳✼✾ ✶✸✳✾✹ ✶✹✳✽✸ ✷✽✳✶ ✶✷✳✵✾ ✶✵✳✵✶ ✶✽✳✸✺ ✶✶✳✻✸ ✻✳✼✼
100◦ ✸✹✳✻✶ ✶✹✳✷✾ ✶✹✳✵✷ ✷✽✳✼✼ ✶✷✳✺✹ ✶✵✳✸✶ ✷✵✳✻✾ ✶✵✳✽✼ ✻✳✾✷
70◦ ✸✼✳✼✸ ✶✻✳✼✼ ✶✾✳✽✽ ✸✶✳✻✽ ✶✸✳✹✸ ✶✸✳✻ ✸✹✳✸✸ ✶✸✳✹✷ ✶✺✳✾✺
30◦ ✹✹✳✽✹ ✶✾✳✽✹ ✷✽✳✼✽ ✸✺✳✾✷ ✶✺✳✺ ✶✽✳✸✽ ✸✻✳✷✻ ✶✹✳✽✶ ✶✺✳✻✾
♠❡♠❜r❛♥❡ ✸✷✳✻✼ ✶✸✳✺✼ ✶✷✳✵✸ ✷✼✳✽✶ ✶✸✳✶✸ ✾✳✻✸ ✶✾✳✾✾ ✽✳✻✹ ✼✳✵✹
❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ▼❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❧❢♦♥✐❝
❛❝✐❞
✶✹✽❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
▼❡❛♥ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ❍✷❖ ♥❡❛r ❍✸❖
✰ ✿ τMR ✭♣s✮
λ = 6 λ = 11 λ = 22
θ ✭❞❡❣r❡❡✮ ✷✲✹ ➴ ✹✲✻ ➴ ✻✲✽ ➴ ✷✲✹ ➴ ✹✲✻ ➴ ✻✲✽ ➴ ✷✲✹ ➴ ✹✲✻ ➴ ✻✲✽ ➴
150◦ ✶✸✳✽✺ ✻✳✾✷ ✻✳✽✹ ✶✵✳✸✾ ✺✳✷✸ ✹✳✻✼ ✽✳✾✷ ✹✳✸✹ ✸✳✺✹
100◦ ✶✹✳✸✹ ✼✳✺✸ ✼✳✻ ✶✵✳✾✹ ✺✳✺✺ ✹✳✻✾ ✼✳✽✺ ✹✳✺✷ ✸✳✹✽
70◦ ✶✼✳✼✼ ✽✳✷✾ ✽✳✽✸ ✶✸✳✶✶ ✻✳✸ ✺✳✽✼ ✶✵✳✼✷ ✺✳✵✷ ✹✳✷✼
30◦ ✶✻✳✾✻ ✽✳✽✾ ✾✳✶✹ ✶✸✳✺✶ ✻✳✸✹ ✺✳✾✺ ✾✳✺✶ ✹✳✻✷ ✹✳✵✹
♠❡♠❜r❛♥❡ ✶✹✳✽✻ ✼✳✺✾ ✼✳✸✾ ✶✵✳✼✽ ✺✳✻ ✹✳✽✽ ✼✳✽✸ ✹✳✸✹ ✸✳✹✽
❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❘❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ✭τMR✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡❛r❡st
s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞
✻✳✻ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧ Pr♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt
❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
♦♥❧② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♣r♦t♦♥ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t✇♦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✿ ✈❡❤✐❝✉❧❛r ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ ♦✉r
♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲r❡❛❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡
str✉❝t✉r❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❜② ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❛t ❝❛♥
❡♥❤❛♥❝❡ ♦r ♠✐t✐❣❛t❡ s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s❢❡r✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛✐♠
t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝ts ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦t♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●r♦tt❤✉ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱
♦❝❝✉rr✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ✐♥ ❜✉❧❦✲❧✐❦❡ ✇❛t❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t t❤❡ ✇❛✲
t❡r✴♣♦❧②♠❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ●r♦tt❤✉ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥✈♦❧✈❡s ♣r♦t♦♥s s❤✉tt❧✐♥❣ ❢r♦♠
♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✈✐❛ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s✱ ✇❤❡r❡❛s s✉r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ♣r♦t♦♥s
❤♦♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❙❖ ✕✸ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✈✐❛ ✇❛t❡r ❜r✐❞❣❡s✳ ■t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ t❤❛t t❤❡
●r♦tt❤✉s ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦t♦♥ s♦❧✈❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ str✉❝t✉r❡s✿ ❩✉♥❞❡❧ ✐♦♥✱ ❍✺❖
✰
✷ ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞❀ ❛♥❞ ❊✐❣❡♥ ✐♦♥✱ ❍✾❖
✰
✹ ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥
✐s ❤②❞r♦❣❡♥✲❜♦♥❞❡❞ t♦ t❤r❡❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ♣r♦t♦♥✲tr❛♥s❢❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✇❡❛❦❧② ❜♦✉♥❞ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s t♦ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
✻✳✻✳ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧ Pr♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✶✹✾
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ α✱ ✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✲
✉❧❛r ♦①②❣❡♥✲❤②❞r♦❣❡♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♦①②❣❡♥✲♦①②❣❡♥ ✈❡❝t♦r ❢♦r ❖✲❖ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✸✺ ♥♠✳
❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❬❘♦✉❞❣❛r ✷✵✵✻✱ ❚✉❝❦❡r♠❛♥ ✷✵✶✵❪✳
❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞✐♥❣ ✐♥ ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t♦♥✲
tr❛♥s❢❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ✐♥s✐❞❡ ◆❛✜♦♥ ✜❧♠s✳
❚✇♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✏❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞❡❞✑ ✐❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦①②✲
❣❡♥ ❛t♦♠s ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✵✳✸✺ ♥♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡✱ α✱ ❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r
❖✲❍ ✈❡❝t♦r ✭❖❍ ♦❢ ❞♦♥♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❖✲❖ ✈❡❝t♦r ✭❖ ❛t♦♠s
♦❢ ❞♦♥♦r ❛♥❞ r❡❝❡♣t♦r✮ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 30◦✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣❧❡ α✱ ♦❢ ❍✲❜♦♥❞s ❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝❡♣t♦r✲❞♦♥♦r ♣❛✐rs✿
❍✷❖✲❍✷❖✱ ❍✷❖✲❍✸❖
✰✱ ❍✷❖✲❙❖
✕
✸ ❛♥❞ ❍✸❖
✰✲❙❖ ✕✸ ✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❚❤❡ ❛r❡❛
✇❤❡r❡ α < 30◦ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢♦r♠✐♥❣ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞✳ ❚❤❡ ✇✐❞❡ ♣❡❛❦
❛r♦✉♥❞ 104◦ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ❤②❞r♦❣❡♥
❛t♦♠ ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❍✲❜♦♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❛t ❛❜♦✉t ✸✵% ♦❢
s♦❧✈❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♣❛✐rs ❛r❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤②✲
❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ s♦❧✈❡♥t✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧♠s
❛t t❤❡ s❛♠❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐s ♥❡❛r❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❍✷❖ ✲❙❖
✕
✸ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs
✶✺✵❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✐♦♥♦♠❡r str✉❝t✉r❡✳ ❲❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✱ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s✳
❆✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ♣❡r ❍✸❖
✰
θ ✭❞❡❣r❡❡✮ λ = 6 λ = 11 λ = 22
150◦ ✶✳✻✸ ✶✳✽✾ ✷✳✷✼
100◦ ✶✳✻✶ ✶✳✾✸ ✷✳✷✼
70◦ ✶✳✻✷ ✶✳✽✷ ✶✳✽✼
30◦ ✶✳✹✾ ✶✳✽✵ ✶✳✾✷
❚❛❜❧❡ ✻✳✺✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ♣❡r ❍✸❖
✰ ❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
❍✸❖
✰ ❛♥❞ ❍✷❖ ✳
■♥ t❛❜❧❡ ✻✳✺✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ♣❡r ❍✸❖
✰ ✱ nHbond✳
❚❤❡ nHbond✱ ✐s str✐❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ♦❢ ❍✸❖
✰ ✱ nOhOh ✱ ✭s❡❡ ✜rst ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❍✷❖ ❛r♦✉♥❞ ❍✸❖
✰ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✶ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✮✳ ❇♦t❤ nHbond ❛♥❞
nOhOw ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ λ ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡ s❧✐❣❤t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ θ✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r λ = 22✳
❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ✜❧♠s ❛t λ = 22✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ nHbond ❛♥❞ nOhOh
✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ z ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✸ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢
nHbond(z) ❛t ❞✐st❛♥❝❡ z > 2.0 ♥♠ ❢♦r ✜❧♠s ♦♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✭θ = 70◦ ❛♥❞
30◦✮✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤✐s r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✇❛t❡r✴♣♦❧②♠❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t ❙❖ ✕✸ ❝❧✉st❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡
❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ❛r❡ str♦♥❣❧② ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡❞ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ s♦♠❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞
❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ✐♥t❡rs♣❡rs❡ ❛♠♦♥❣ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❝r❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝
r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ♥♦ s♣❛❝❡ ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s t♦ ❝♦♠❡ ♥❡❛r✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❛♥❞ ❍✸❖
✰ r❡♠❛✐♥s ♣♦♦r✳
❯♥❞❡r s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ❧♦✇ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤②❞r♦♥❣❡♥ ❜♦♥❞
❢♦r♠❡❞✮✱ t❤❡ ♣r♦t♦♥ str✉❝t✉r❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐❦❡❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ❬❘♦✉❞❣❛r ✷✵✵✻❪✳
❆❧t❤♦✉❣❤ str♦♥❣ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♣r❡❝✉rs♦r ♦❢ ♣r♦t♦♥✲
tr❛♥s❢❡r r❡❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡s r❛♣✐❞ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❜r❡❛❦✲
✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ❬❑r❡✉❡r ✷✵✵✵✱ ❑r❡✉❡r ✷✵✵✹❪✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss r❡❧✐❡s
♦♥ t❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥✲❜♦♥❞ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t t♦ t❤❡
r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✇♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♥s✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❛t✱ t❤❡ r♦✲
✻✳✻✳ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧ Pr♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✶✺✶
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥✲❜♦♥❞s ♣❡r ❍✸❖
✰ nHbond(z) ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✜rst ♥❡✐❣❤❜♦✉rs nOhOw(z) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ z ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳
t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ s✉❣❣❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧
❡✛❡❝ts ♦♥ ♣r♦t♦♥ ♠♦❜✐❧✐t②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡s ✭θ = 70◦ ❛♥❞ 30◦✮✳ ❙❧♦✇
r♦t❛t✐♦♥ s✉❣❣❡sts ❧♦♥❣ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞ ❧✐❢❡t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❤❛♠♣❡r ♣r♦t♦♥ s❤✉tt❧✐♥❣
❛t ❧♦♥❣ r❛♥❣❡✳
❚❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✭✐✳❡✳ ✈❡❤✐❝✉❧❛r✱ ●r♦tt❤✉ss ❛♥❞ s✉r✲
❢❛❝❡ str✉❝t✉r❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✮ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♣r♦t♦♥ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧
❬❑r❡✉❡r ✷✵✵✹❪✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✜❧♠s ❛t λ = 22 ❢♦r t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s✱ ✐✳❡✳ s❛♥❞✇✐❝❤✲❧✐❦❡
✜❧♠ ✭θ = 150◦✮ ❛♥❞ ❜✐✲❧❛②❡r✲❧✐❦❡ ✜❧♠ ✭θ = 70◦ ❛♥❞ 30◦✮✱ ✇❡ ❝❛♥ s♣❡❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♣❧❛② ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❋♦r t❤❡ ❜✐✲❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ t❤❡ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s
❛r❡ ❢♦✉♥❞ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s✱ ❤❛♠♣❡r✐♥❣ ✐ts s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡
str✉❝t✉r❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥
❛♥❞ ●r♦tt❤✉ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r✐❝❤✲✇❛t❡r ❧❛②❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡
♣♦❧②♠❡r ✭z < 2.0 ♥♠✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ s❛♥❞✇✐❝❤ ✜❧♠ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜②
✜❣✉r❡ ✻✳✶✸✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ nhbond(z) ❢♦r z < 0.7 ♥♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞s♦r❜❡❞ ♣♦❧②♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ t❡r♠✐♥❛❧ ❙❖ ✕✸ ✳
nhbond(z) r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠✱ ✐✳❡✳ ✸ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ♣❡r ❍✸❖
✰ ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❊✐❣❡♥ ✐♦♥s✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② str♦♥❣ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ✇✐t❤ ✸ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥
✶✺✷❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♥❞✇✐❝❤✲❧✐❦❡ ✜❧♠ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥ts ✇❛t❡r✲r✐❝❤ ❧❛②❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ●r♦t✲
t❤✉ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ s✉❣❣❡st t❤❛t
t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❢♦r s❛♥❞✇✐❝❤ ✜❧♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r ❜✐✲❧❛②❡r ✜❧♠✳
✻✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✲
✐❝s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r t❤✐♥✲✜❧♠s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✺✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥
t❤❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜✲
str❛t❡✱ ❜✉t ♦♥❧② ✐♥❞✐r❡❝t❧②✱ ✈✐❛ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❤✐❣❤❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛❝r♦ss t❤❡ ✜❧♠✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞② ♦❢
s✉❝❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ s✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❣r♦✉♣s
❛❣❣r❡❣❛t❡s ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡
s✐♠✐❧❛r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❡♠❜r❛♥❡✳
▼❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss❡rt✐♦♥s✿
• t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✲r✐❝❤ ❧❛②❡rs ✐♥s✐❞❡ ✜❧♠s ♦❢ ✭♠✉❧t✐✮❧❛♠❡❧❧❛r str✉❝t✉r❡ ❡♥✲
❤❛♥❝❡s ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✇❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝ts ♦♥ ❤②❞r♦✲
♥✐✉♠ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛✐♥❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❝❧✉st❡rs❀
• t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝
t❤❛♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡❀ ✐♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜str❛t❡
❛♥❞ ✇✐t❤ ❙❖ ✕✸ ✲r✐❝❤ ❧❛②❡rs ♣r❡✈❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ✜❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss❀
• str♦♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ✇❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ ♠❛✐♥❧② t♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❙❖ ✕✸
❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡s❀
• t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❢♦r ❛❧❧
❝❛s❡s❀ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s
❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ s✉❧❢♦♥❛t❡ ❣r♦✉♣s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❀
• t❤❡ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ❛r♦✉♥❞ ❙❖ ✕✸ ❛♥❞ ✇❛t❡r ❛r♦✉♥❞ ❍✸❖✰
✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ❤②r♦♣❤✐❧✐❝ t❤❛♥ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❛s❡s✳
• t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ✜❧♠s ✇✐t❤ s❛♥❞✇✐❝❤✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ♣r♦❜❛❜❧②
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❜✐❧❛②❡r str✉❝t✉r❡
✻✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✺✸
❚❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛✈❡ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ P❊▼❋❈
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤❡ P❊▼❋❈ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡❞✉❝✐♥❣ ♣r♦t♦♥✱ ✇❛t❡r
❛♥❞ r❡❛❝t❛♥ts tr❛♥s♣♦rt ❧♦ss❡s ✐♥s✐❞❡ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡
✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ❛t ❤✐❣❤ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ✈❡r② ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡✱ ♣r♦✈✐❞❡s
t❤❡ ♠♦st ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ✇❛t❡r tr❛♥s♣♦rt✳ ❲❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✱ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s str♦♥❣❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡
tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛t❛❧②st
♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❤✐❣❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
❞②♥❛♠✐❝s ❞✉❡ t♦ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡s tr❛♣
✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s✱ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ s❤♦rt ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t s✉❝❤ ❛s ❝r♦ss✐♥❣
t❤❡ ✜❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡s❡ ✜❧♠s ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❛♥❞ ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ●r♦tt❤✉ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲
t❤✐♥ ✜❧♠s ✇✐t❤ s❛♥❞✇✐❝❤✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦❛t✐♥❣ ❝❛t❛❧②st✲s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❜✐❧❛②❡r str✉❝t✉r❡
❝♦❛t✐♥❣ ❝❛t❛❧②st s✉r❢❛❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r tr❛♥s♣♦rt ✐♥s✐❞❡ ❝❛t❛❧②st
❧❛②❡r✳

❈❤❛♣t❡r ✼
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❲❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ❜② ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❛✜♦♥
✉❧tr❛✲t❤✐♥ ✜❧♠s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ✢❛t ✇❛❧❧✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r
❣❧♦❜❛❧ ✇❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥❧②✳ ❇② t✉♥✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ εphilic✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♣❡❝✉❧✐❛r ♦❢
t❤❡ P❊▼❋❈ ❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✭❝❛r❜♦♥✮ t♦ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ✭♣❧❛t✲
✐♥✉♠✮✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ❞❡❣r❡❡ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡
♦❢ ❛ ✇❛t❡r ❞r♦♣❧❡t ❣❡♥t❧② ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ■♥ t♦t❛❧✱ ❢♦✉r t②♣❡s ♦❢ s✉❜str❛t❡s
✭✇❛❧❧✮ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ str♦♥❣ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✱ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❛♥❞ str♦♥❣ ❤②✲
❞r♦♣❤✐❧✐❝✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤r❡❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡
r♦❧❡ ♦❢ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✳ ❚❤❡ ✇❡❧❧✲t❤❡r♠❛❧✐③❡❞ t❤✐♥✲✜❧♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❖✉r r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡
❤❛s ❛ str♦♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✜❧♠ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❝❤ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❛ s❛♥❞✇✐❝❤ str✉❝t✉r❡
✭✇❤❡r❡ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇❛t❡r ♣♦♦❧ ✐s s❛♥❞✇✐❝❤❡❞ ❜② ✐♦♥♦♠❡r s❤❡❡ts✮ t♦ ❛ ❜✐❧❛②❡r ❝♦♥✜❣✲
✉r❛t✐♦♥ ✭✇❤❡r❡ ✇❛t❡r ✢♦♦❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ ♣♦❧②♠❡rs ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡
❛t t❤❡ t♦♣✮✳ ❇② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✱ t❤❡ ✜❧♠s ❝♦♥✈❡rt ✐♥t♦ ✐♥✈❡rt❡❞ ♠✐❝❡❧❧❡s ❛♥❞
♠✉❧t✐❧❛♠❡❧❧❛r✱ ❢♦r ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❛♥❞ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡
❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ s❛♥❞✇✐❝❤ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❜✐❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ s❤♦✇s
❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t ❙❖ ✕✸ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣♦♦r ❤②❞r❛t✐♦♥ ♦❢ ❍✸❖
✰ ❛♥❞
❙❖ ✕✸ ✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ s❤♦✇❡❞ ❛ ❝❧❡❛r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❜❛❝❦✲
❜♦♥❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ t♦ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ✇❛t❡r ❝♦✈❡r❛❣❡✱ ✇❤❡♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ t♦
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉❜str❛t❡ ✐s ❤✐❣❤
✇❤❡♥ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ❧♦✇ ❤②❞r❛t❡❞✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛❞s♦r❜❡❞✳ ❋✐✲
♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t✉♥✐♥❣ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♣♦ss✐❜❧② ♠♦❞✐✜❡s
t❤❡ ✜❧♠✴✈❛♣♦✉r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✜❧♠ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❢❡❛✲
✶✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
t✉r❡s ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ ✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ ✇❛s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛t❡r ❝❧✉st❡r s❤❛♣❡✳ ❲❛t❡r ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✲r✐❝❤ ❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ✭♠✉❧t✐✮❧❛♠❡❧❧❛r ❛♥❞ s❛♥❞✇✐❝❤ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣
❛ ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❤✐❣❤❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛❝r♦ss t❤❡ ✜❧♠✳ ❚❤✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❝❧✉st❡rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❙❖ ✕✸ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤②❞r♦♥✐✉♠ tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤❡
❙❖ ✕✸ ❣r♦✉♣s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♠♦r❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ✇❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛t t❤❡
✇❛t❡r✴♣♦❧②♠❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s✱ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ s✉r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦t♦♥ tr❛♥s♣♦rt✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ s❛♥❞✇✐❝❤ str✉❝t✉r❡ s❤♦✉❧❞ ♣r❡s❡♥t ❤✐❣❤❡r ♣r♦t♦♥
❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② t❤❛♥ t❤❡ ❜✐❧❛②❡r str✉❝t✉r❡✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ♠❛❥♦r ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
P❊▼❋❈ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✜❧♠ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②
♦♥❧② ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✇❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s✉❜str❛t❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❙❖ ✕✸ ❝❧✉st❡rs
s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛t❡r ❝❧✉st❡r s❤❛♣❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ✇❛t❡r tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ♣r♦t♦♥
❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❧❛♠❡❧❧❛r ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt ❧♦ss❡s ✐♥s✐❞❡ ❈▲✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts
✇♦✉❧❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❈▲ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ✇♦r❦ ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧②
♦✈❡r❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜str❛t❡ ❤❛s r❡str✐❝t❡❞
✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✜❧♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t②✱ θ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ θ✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t②✳
❆♥♦t❤❡r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❡✛❡❝ts ♦❢ ●r♦tt❤✉ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ♣r♦t♦♥
tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤✐s ✐♠♣❡❞❡❞ ✉s t♦ ❤❛✈❡ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ♣r♦t♦♥
❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t str✉❝t✉r❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦
✉s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✱ s✉❝❤ ❛s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜♦♥❞ t❤❡♦r② ✭❊❱❇✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✇✐t❤✐♥ st❛♥❞❛r❞ ▼❉ ❬❙❝❤♠✐tt ✶✾✾✽✱ ❉❛② ✷✵✵✷❪✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝✲
❝♦✉♥t✳ ❈♦♠♣❧❡① s②st❡♠s ❧✐❦❡ t❤❡ ◆❛✜♦♥ t❤✐♥✲✜❧♠s r❡q✉✐r❡ ❛ ✈❡r② ❧♦♥❣ t✐♠❡ t♦ ❜❡
❢✉❧❧② ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♣♣❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧
❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦r ❛ ✈❡r② ❧♦♥❣ t✐♠❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡✲
✶✺✼
❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❡✳❣✳ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ q✉❡♥❝❤✐♥❣✮ ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦✈❡r❝❛♠❡ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉t✉r❡ t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t✱
❜✉t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ st❛rt✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❢♦r ♦✉r ✇♦r❦✱ ♠❛♥② ✐ss✉❡s ❛❜♦✉t t❤✐♥✲✜❧♠s ♦♥ P❊▼❋❈
❝❛t❛❧②st ❧❛②❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s s✉✐t❛❜❧❡
❢♦r ❡①♣❧♦r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ✐❞❡❛s t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦✉r
✇♦r❦✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✐✮ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ s②st❡♠❛t✐❝ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥s✐❞❡ ❈▲✳ ✐✐✮ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s q✉❡st✐♦♥✐♥❣ ✐❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t ✐♦♥♦♠❡r s✐❞❡✲❝❤❛✐♥
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ✐♦♥♦♠❡r ✜❧♠ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②❀ ✐✐✐✮ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ♦✉r
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ r❡❛❝t❛♥ts ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❡✳❣✳ ❖✷ ❛♥❞ ❍✷✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡✐r ❞✐✛✉s✐♦♥s
❛❝r♦ss t❤❡ ✜❧♠ ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❡❧✉❝✐❞❛t✐♥❣ ❈▲ tr❛♥s♣♦rt ❧♦ss❡s❀ ✐✈✮ ✇❡ ❝♦✉❧❞
❝♦♥s✐❞❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐❝t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❜② ❞❡❧✐♠✐t✐♥❣ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❛♥❞
❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ r❡❣✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ❝♦❛t✐♥❣ ❜♦t❤ ❝❛t❛❧②st ❛♥❞ ❝❛t❛❧②st✲s✉♣♣♦rt s✉r❢❛❝❡s❀ ✈✮ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♠✐♠✐❝
✐♦♥♦♠❡r ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❜② s✐♠♣❧② ❞❡t❛❝❤✐♥❣ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡
❬▼❛❧❡❦ ✷✵✶✶❛❪✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈▲ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡q✉✐r❡s
s♠❛rt s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t r❡♠❛✐♥s ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡t❛✐❧s ✐♥t♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋✉t✉r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
✇♦r❦s ♦♥ ❈▲ s②st❡♠s s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤
❛♥❞ t✐♠❡ s❝❛❧❡s✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s
▼❊▼❊P❤②s ❘©❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❋r❛♥❝♦✬s ❣r♦✉♣✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ P❊▼❋❈ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s r❡s♣♦♥s❡ ❬❋r❛♥❝♦ ✷✵✵✻❪✳

❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s
▲❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs ❧❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t ❧❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s à ✐♥✈❡st✐r
❞❛♥s ❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐♥♥♦✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s é♥❡r❣✐❡s✳ ❉✉r❛♥t ❧❡s
❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ ❞❡s ❡✛♦rts ✐♠♣♦rt❛♥ts ♦♥t été ❞é♣❧♦②és ❞❛♥s ❧❛ q✉êt❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❡ ❝❛r❜✉r❛♥t ❢♦ss✐❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♣r♦✲
❞✉✐t❡✱ ❧❡ ❝♦ût✱ ❡t ❧✬✐♠♣❛❝t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧ ✭♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬é♠✐ss✐♦♥
❞❡ ❈❖✷✮ s♦♥t ❛❧♦rs ❞❡s ❡♥❥❡✉① ❡ss❡♥t✐❡❧s✳ ❈❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s s❡ ❞♦✐✈❡♥t ❞✬êtr❡
❝♦♠♣ét✐t✐✈❡s ♣♦✉r ❧❡ ❧❛r❣❡ ♣❛♥❡❧ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s à ❝♦♥✈❡r✲
s✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✿ ❧❡s tr❛♥s♣♦rts ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ♠❛r❝❤é ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✮✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭♣♦✉r ❧❡s rés✐❞❡♥❝❡s ♦✉ ❧❡s ✐♠♠❡✉❜❧❡s ♣✉❜❧✐❝s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❡t
❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦rt❛❜❧❡s ✭t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s té❧é♣❤♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✱ ❧❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ♣♦rt❛❜❧❡s✱
❧❡s ✉♥✐tés ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ❞❡s ✈♦✐t✉r❡s✱ ❡t❝✳ ✮✳
▲❡s ♣✐❧❡s à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s s♦♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ❞✐s✲
♣♦s✐t✐❢s à ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦♠❡tt❡✉rs✳ ▲❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❛ été ét❛❜❧✐ ♣❛r ❙❝❤♦❡♥❜❡✐♥ ❡t ●r♦✈❡ ❡♥ ✶✽✸✾ q✉❛♥❞ ✐❧s s♦♥t ♣❛r✈❡♥✉s
à ❣é♥ér❡r ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr✐❝✐té à ♣❛rt✐r ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ ❡t ❞✬♦①②❣è♥❡ ❡♥ r❡✈❡rs❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡
❧✬é❧❡❝tr♦❧②s❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉❬❙❝❤♦❡♥❜❡✐♥ ✶✽✸✾✱ ●r♦✈❡ ✶✽✸✾❪✳ ❉✉r❛♥t ♣rès ❞✬✉♥ s✐è❝❧❡✱ ✐❧ ♥✬② ❡✉
q✉❛s✐♠❡♥t ❛✉❝✉♥ ♣r♦❣rès s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥♦❧♦✲
❣✐❡✳ ❈❡ ♥❡ ❢✉t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✺✵ q✉❡ ❲✳ ❚❤♦♠❛s ●r✉❜❜ ♠♦❞✐✜❛ ❧❛ ♣✐❧❡ à
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞✬✐♦♥ ❡♥ P♦❧②t②r❡♥❡
s✉❧❢♦♥é ❝♦♠♠❡ é❧❡❝tr♦❧②t❡ ❬●r✉❜❜ ✶✾✺✾❪✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ▲❡♦♥❛r❞ ◆✐❡❞r❛❝❤ ❢✉t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
à ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❞é♣ôts ❞❡ ♣❧❛t✐♥❡ s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ s❡r✈❛♥t ❞❡ ❝❛t❛❧②s❡✉r
❛✉① ré❛❝t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡❬◆✐❡❞r❛❝❤ ✶✾✻✼❪✳ ❆ ❝❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✉t✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣✐❧❡ à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❧♦rs ❞❡s ✈♦❧s
s♣❛t✐❛✉① ●❡♠✐♥✐ ❞❡ ❧❛ ◆❆❙❆✱ ❢✉t ❛❝❝♦♠♣❧✐❡✳
P❛r♠✐ ❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ♣✐❧❡s à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ❧❡s ♣✐❧❡s à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ à ♠❡♠❜r❛♥❡
é❝❤❛♥❣❡✉s❡ ❞❡ ♣r♦t♦♥s ✭P❊▼❋❈✮✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡s ♣✐❧❡s à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ à ♠❡♠❜r❛♥❡
é❧❡❝tr♦❧②t❡ ♣♦❧②♠èr❡ s♦♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♣✐❧❡ à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❛ ✉♥❡
❞❡♥s✐té ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ é❧❡✈é❡ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ✭❡✳❣✳ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
✶✻✵ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙❝❤é♠❛ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ♣✐❧❡ à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡
à ♠❡♠❜r❛♥❡ é❝❤❛♥❣❡✉s❡ ❞❡ ♣r♦t♦♥✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✭❈▲✮
❝♦♠♣r❡♥❞✿ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ♦✉ ❛❣❣❧♦♠ér❛ts ❞é❝♦ré❡s ❛✈❡❝ ❞❡s
♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ❝❛t❛❧②s❡✉r ✭Pt✴❈✮❀ ✐♦♥♦♠èr❡ ◆❛✜♦♥ ❞✐s♣❡rsé s✉r Pt✴❈✱ ❡t ❧❛
♣❤❛s❡ ♣♦r❡✉s❡✳
❜❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✐❞s✱ ❡t❝✳ ✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ●é♥ér❛❧❡✲
♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✬✉♥❡ ♣✐❧❡ à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ s♦♥t ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦❞❡✴♠❡♠❜r❛♥❡
✭▼❊❆✮ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡✉① é❧❡❝tr♦❞❡s ✭❛♥♦❞❡ ❡t ❝❛t❤♦❞❡✮ sé♣❛ré❡s ♣❛r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡
é❧❡❝tr♦❧②t❡✱ ❡t ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡ ❣❛③ ♣❧❛❝és s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝ôté ❞❡ ❧❛ ▼❊❆ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✮✳ ▲❡s
❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✬é❧❡❝tr♦❞❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts✿ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❝❛t❛❧②t✐q✉❡ ✭❈▲✮✱ ♦ù ✐♥t❡r✈✐❡♥✲
♥❡♥t ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s é❧❡❝tr♦❝❤✐♠✐q✉❡s✱ ❡t ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❣❛③ ✭●❉▲✮✱ à tr❛✈❡rs
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ré❛❝t✐❢s s♦♥t ❞✐✛✉sés ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡ ❣❛③ ✈❡rs ❞❡s s✐t❡s ❛❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❈▲✳
▲❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣✐❧❡ à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥✈❡rt✐r✱ ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉✱
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ t❛♥t
q✉❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡t ❞❡ ❧✬♦①②❞❛♥t s♦♥t ❢♦✉r♥✐s✳ ❙♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✿
❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❤②❞r♦❣è♥❡ ❡st ❢♦✉r♥✐ à ❧✬❛♥♦❞❡ ✭t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡✮ ♣❡♥❞❛♥t q✉❡
❧✬♦①②❣è♥❡ ❡st ❢♦✉r♥✐ à ❧❛ ❝❛t❤♦❞❡ ✭t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡✮✳ P❛r ✉♥❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥
❧✬❤②❞r♦❣è♥❡ s❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ✭♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té✮ ❡t ✉♥ ♣r♦t♦♥✳ ▲❡s ♣r♦t♦♥s
tr❛✈❡rs❡♥t ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ é❧❡❝tr♦❧②t❡ ❡t ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧❛ ❝❛t❤♦❞❡✱ ♦ù ✐❧s ré❛❣✐ss❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s
é❧❡❝tr♦♥s ❡t ❧✬♦①②❣è♥❡ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❞❡ ❧✬❡❛✉ ✈✐❛ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳
✶✻✶
❯♥❡ ét❛♣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s P❊▼❋❈ ❢✉t ❛tt❡✐♥t❡ ❡♥ ✶✾✻✵ ❧♦rsq✉❡ ❧❡
◆❛✜♦♥✱ ✉♥ ♣♦❧②♠èr❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ♣r♦t♦♥✐q✉❡ ✐♥✈❡♥té ♣❛r ❧❛ s♦❝✐été ❉✉P♦♥t ❛ été ✐♥✲
tr♦❞✉✐t ❝♦♠♠❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ é❧❡❝tr♦❧②t❡ ❬❈♦♥♥♦❧❧② ✶✾✻✻❪✳ ❈❡ ♣♦❧②♠èr❡ ❢❛✐t ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥❡
❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ♣r♦t♦♥✐q✉❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ❤②❞r❛té ❡t ❞✬✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡ st❛❜✐❧✲
✐té ❝❤✐♠✐q✉❡✳ ❆ ❝❡tt❡ é♣♦q✉❡✱ ❧❡s ♣✐❧❡s à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ à ❤❛✉t❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡t ❞❡s ❞❡♥s✐tés
❞✬é♥❡r❣✐❡ ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❡①trê♠❡♠❡♥t é❧❡✈és ❡♥ r❛✐s♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦rt❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❧❛t✐♥❡✳ ❈❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❢✉t ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
♣❧✉s ❧❛r❣❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✳ ❉❡s ♣r♦❣rès ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ♥❡ s♦♥t ❞❡✲
✈❡♥✉s ♣♦ss✐❜❧❡s q✉✬❛♣rès ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✽✵✱ ❧♦rsq✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛✈❛♥❝é❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ✉♥❡
r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳
❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✉r ❧❡s P❊▼❋❈ s♦♥t s✉rt♦✉t ♦r✐✲
❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠❛tér✐❛✉① ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s ❡♥ ◆❛✜♦♥ ♦♥t r❡ç✉ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡
❧❛ ❤❛✉t❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❡✉r str✉❝t✉r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥❛♥♦♠étr✐q✉❡✳ ❈❡ ♣♦❧②♠èr❡ ❡st ❧❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❝♦♣♦❧②♠ér✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ tétr❛✢✉♦rét❤②❧è♥❡ ✭❚é✢♦♥✮ ❡t ❞✬✉♥❡
❝❤❛î♥❡ ❧❛tér❛❧❡ ❢♦r♠é❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣❡r✢✉♦r♦✈✐♥②❧❡✲ét❤❡r t❡r♠✐♥és ♣❛r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
s✉❧❢♦♥és✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ◆❛✜♦♥ ❡st ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té à
❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♥❛♥♦♠étr✐q✉❡✳ ❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡❛✉✱ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❧❛tér❛❧❡s ♣❡♥❞❛♥t❡s s♦♥t ❝❛♣❛✲
❜❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜❡✴❤②❞r♦♣❤✐❧❡✳ P❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s✱
t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♠✐❝❡❧❧❡s ✐♥✈❡rsé❡s✱ ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❣r❛♣♣❡s ♦✉ ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ ♣♦❧②♠èr❡ ♦♥t
été ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐♦♥♦♠èr❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡❛✉
❬▼❛✉r✐t③ ✷✵✵✹❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t très s♦✉✈❡♥t ✐♥❡✣❝❛❝❡s ❡t ❝♦♥tr❛❞✐❝✲
t♦✐r❡s✱ ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ◆❛✜♦♥ r❡st❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡
t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❞é❜❛t s✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✜♦♥ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ à s❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✱
t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦t♦♥s ❡t ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡
❬❑r❡✉❡r ✷✵✵✹❪✳
▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ❝❛t❛❧②t✐q✉❡ ✭❈▲✮ ♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ très ❤étér♦❣è♥❡ ❡t
❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❈▲ s♦♥t très ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡t ✉t✐❧✐s❡♥t
♠❛❧ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧é❡s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❤étér♦❣è♥❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❞❡s ♥❛♥♦♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ♣❧❛t✐♥❡ ❞✐s♣❡rsé❡s s✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❛r✲
❜♦♥❡ ✐♠♣ré❣♥é❡ ♣❛r ❧✬✐♦♥♦♠èr❡ ❞❡ ◆❛✜♦♥ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✮✳ ▲❡ ◆❛✜♦♥ ❛ été ♣rés❡♥té
❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣r♦✲
❝❡ss✉s ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❧❡ ◆❛✜♦♥ ❛❣✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧✐❛♥t✱ ❛②❛♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛
✶✻✷ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ■♠❛❣❡ ❚❊▼ ♠♦♥tr❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s Pt✴✐♦♥♦♠èr❡✴❈✳ ❈❡tt❡ ✐♠❛❣❡
♠♦♥tr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠✐♥❝❡ ♣❡❧❧✐❝✉❧❡ ❞✬✐♦♥♦♠èr❡ r❡❝♦✉✲
✈r❛♥t ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ Pt ❡t ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡✳ ❋✐❣✉r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❬▼♦r❡ ✷✵✵✻❪✳
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ❛❣ré❣❛ts Pt✴❈ ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❧❛t✐♥❡✳ ❊♥ s❡❝♦♥❞
❧✐❡✉✱ ❧♦rs ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣✐❧❡ à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ✐❧ ❢♦r♠❡ ✉♥ rés❡❛✉ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r
❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦t♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡✴✈❡rs ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞❡✴✈❡rs ❧❡s s✐t❡s ❝❛t❛❧②t✐q✉❡s✳
▲❡ ◆❛✜♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ♥♦♥✲❝♦♥t✐♥✉❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❈▲✳ ■❧
♣❡✉t s❡ ♣rés❡♥t❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✜❧♠ ✉❧tr❛✲♠✐♥❝❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s s✉♣♣♦rts ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ❡t ❞❡
♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ Pt ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✮✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡ ✜❧♠ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é
❡t s♦♥ é♣❛✐ss❡✉r s✬ét❡♥❞ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✹ à ✷✵ ♥♠ ❬▼♦r❡ ✷✵✵✻❪✳
▲❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧♠s✲♠✐♥❝❡s ❞❡ ◆❛✜♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❝❛t❛❧②t✐q✉❡ ❢✉t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s
❛♥♥é❡s ✉♥ ❞❡s s✉❥❡ts ✏❝❤❛✉❞✑ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♣✐❧❡s à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✳ ▲❛ str✉❝✲
t✉r❡ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s ✜❧♠s ♣❡✉✈❡♥t ❞✐✛ér❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛
♠❡♠❜r❛♥❡ ✐♦♥♦♠èr❡ ❬P❛✉❧ ✷✵✶✶❛❪✳ ❊♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡
❝❛t❛❧②t✐q✉❡✱ ❧❡ ✜❧♠✲♠✐♥❝❡ ❞✉ ✐♦♥♦♠èr❡ ✈❛ s✬❛✉t♦✲♦r❣❛♥✐s❡r s❡❧♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s✱
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ s✉❜str❛t ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ✐♥t❡r❛❣✐t✳ ❈❡❧❛ ❞♦✐t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤✐♠✐q✉❡ ✭❡✳❣✳ ✱ ❧❡s ét❛ts ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❡ Pt ❡t ❞❡ ❈✮✱
❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✭❝♦✉r❜✉r❡✮ ❡t✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦✉✐❧❧❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
✶✻✸
❬▼♦❞❡st✐♥♦ ✷✵✶✷❪✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✲
✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❤②❞r♦♣❤♦❜✐q✉❡ ❞✉ s✉❜str❛t s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❛✛❡❝t❡r ❧❛
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ✜❧♠ ❞❡ ◆❛✜♦♥ ❬❲♦♦❞ ✷✵✵✾❪✳ ❈♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ t❡❧❧❡s ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬✐♦♥♦♠èr❡ ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ ❝r✉❝✐❛❧❡ ✈❡rs ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ♣r♦t♦♥✐q✉❡ ❡t ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❧✬❡❛✉
à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❈▲✳
▲✬❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬✐♦♥♦♠èr❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❝❛t❛❧②t✐q✉❡ ❛ été ❧✬♦❜❥❡t ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s✳ ❏✉sq✉✬à ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ✈✐s✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ❛❞♠✐s❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡
◆❛✜♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ é❧❡❝tr♦❧②t❡ ♥♦♥✲❛❞s♦r❜❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❝❛t❛❧②t✐q✉❡s ❞❡s P❊▼❋❈✳
❈❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❢✉t ❝❤❛♥❣é❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ❛ été ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛❞s♦r♣t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡
❞❡s ❣r♦✉♣❡s s✉❧❢♦♥és s✉r ❧❡ ❝❛t❛❧②s❡✉r ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r ❡t ♣❡✉t ❢♦rt❡♠❡♥t ❛✛❡❝t❡r ❧❛ ré❛❝✲
t✐✈✐té ❡t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦①②❣è♥❡ ❬❙✉❜❜❛r❛♠❛♥ ✷✵✶✵❛✱
▼❛ ✷✵✵✼✱ ❖❤♠❛ ✷✵✶✶❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♦♥♦♠èr❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥
♣❛rt✐❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ s♦♥ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛ts ✐♦♥✐q✉❡s ❞❛♥s
❧❛ ré❣✐♦♥ très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
❞✉ s✉❜str❛t✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜❡✴❤②❞r♦♣❤✐❧❡✳
▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❝❛t❛❧②t✐q✉❡ ❛ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❤②❞r♦♣❤✐❧❡✴❤②❞r♦♣❤♦❜❡ ✐♥✲
❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ♣❧❛t✐♥❡ ❡st ♣❧✉s ❤②❞r♦♣❤✐❧❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s s✉♣♣♦rts
❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ t❡♥❞❡♥t à êtr❡ ♣❧✉tôt ❤②❞r♦♣❤♦❜❡s✳ P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦✉✐❧✲
❧❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s s✉r❢❛❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✛❡❝té❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣✐❧❡ à
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✳ ▲❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s à ❧✬❛♥♦❞❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝❛t❤♦❞❡ ♣❡✉✈❡♥t ❝❤❛♥❣❡r
♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✉
♣❧❛t✐♥❡ ❡t ❞✉ ❝❛r❜♦♥❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐té ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❬❇♦r✉♣ ✷✵✵✼❪✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡
❢❛ç♦♥✱ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠❛tér✐❛✉① ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧❡s
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❛t❛❧②s❡✉r à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr♦s✐♦♥✱ ❧✬❡♠♣♦✐s♦♥♥❡♠❡♥t
❞✉ ❝❛t❛❧②s❡✉r ♣❛r ❞❡s ✐♠♣✉r❡tés ❛❞s♦r❜é❡s✱ ❧❡ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ é❝❤❛♥❣❡✉s❡
❞❡ ♣r♦t♦♥ ❡t ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❤②❞r♦♣❤♦❜❡✴❤②❞r♦♣❤✐❧❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡s
❝♦✉❝❤❡s ❝❛t❛❧②t✐q✉❡s ❬❈❤❡♥ ✷✵✵✻✱ ❲❛♥❣ ✷✵✵✾❪✳
❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❣❧♦❜❛❧✱ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ q✉❡st✐♦♥ s✉r❣✐t✿ q✉❡ s❡ ♣❛ss❡✲t✲✐❧ ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧♠✲
♠✐♥❝❡ ❞❡ ◆❛✜♦♥ ❧♦rsq✉✬✐❧ s❡ ❞é♣♦s❡ s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ❤②❞r♦♣❤♦❜❡✴❤②❞r♦♣❤✐❧❡
❞✐✛ér❡♥ts❄ ❯♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣ré❢éré❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❤②❞r♦♣❤♦❜❡s ♦✉ ❤②❞r♦♣❤✐❧❡s ❞✉ ◆❛✜♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ s✉r✲
❢❛❝❡✳ ◗✉❡❧ t②♣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❧✬✐♦♥♦♠èr❡ ♣❡✉t ❢♦r♠❡r ❞é♣❡♥❞❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦✉✐❧✲
✶✻✹ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s
❧❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡❄ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬✐♦♥♦♠èr❡ ❡st s❡♥s✐❜❧❡ à ❝❡
♣❛r❛♠ètr❡✱ ❧❛ s✉✐t❡ s❡r❛ ❞✬ét✉❞✐❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ♣♦✉rr❛✐t ❛✛❡❝t❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦t♦♥✐q✉❡✱ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❧✬❡❛✉✱
❧✬❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♦♥♦♠èr❡✳ ❈❡s q✉❡st✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞r❡ssé❡s ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❞❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ✐❝✐ s♦♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡
t②♣❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈✮ ❡t ❞❡ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✭▼❉✮✱ ❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛✈❛♥t❛❣❡
ét❛♥t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❡st ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡s
❡✛❡ts ❞✉ s✉❜str❛t s✉r ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ✜❧♠ ✉❧tr❛✲♠✐♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♦♥♦♠èr❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts
♥✐✈❡❛✉① ❞✬❤②❞r❛t❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦✉✐❧❧❛❜✐❧✲
✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s à tr❛✈❡rs ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡s r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❞é✜ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈❛♥t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞
♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ✜❧♠✱ ❝❡❧❛ ✈❛ ❞❡✈♦✐r ✐♠♣❧✐q✉❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐q✉❡s ❝♦✉t❡✉s❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡
❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐té ❞✉ s✉❜str❛t ❡♥
❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧♠ t♦✉t ❡♥ ❣❛❣♥❛♥t ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡st ❛✉ss✐ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ✜❧♠s ♠✐♥❝❡s ❞❡
◆❛✜♦♥ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ s✉❜str❛t✳ ❉❡ ♣❛r ❧✬❛s♣❡❝t très ❣é♥ér❛❧ ❞❡
❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ♣❡✉t ❛❧❧❡r ❛✉✲❞❡❧à ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣✐❧❡s à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ P❊▼✳ ❈❡s ét✉❞❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✐❞❡r à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧♠✲♠✐♥❝❡s ❞❡ ◆❛✜♦♥ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs s✉❜str❛ts t❡❧s q✉❡ ❆✉✱ Pt✭❤❦❧✮✱
❘✉✭❤❦❧✮✱ ❙✐❖✷✱ ❡t ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❞❡s é❧❡❝tr♦❞❡s ❞✬✐♦♥♦♠èr❡ ♠♦❞✐✜és ♣♦✉r
❞✐✈❡rs ❞✐s♣♦s✐t✐❢s é❧❡❝tr♦❝❤✐♠✐q✉❡s✳
▲❛ t❤ès❡
▲❡ ❜✉t ❞❡ ♠❛ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❡st ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r
❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❧♠✲✉❧tr❛✲♠✐♥❝❡ ❞❡ ◆❛✜♦♥ ♣♦❧②é❧❡❝tr♦❧②t❡ ❤②❞r❛té ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ❡♥
❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❤②❞r♦♣❤♦❜❡✴❤②❞r♦♣❤✐❧❡✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ t❡❧s
s②stè♠❡s✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧✬❛✉t♦✲♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣♦❧②♠èr❡ ❡t ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡
❞✬❡❛✉ ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉
tr❛✈❛✐❧✱ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ❧❡s
✶✻✺
rés✉❧t❛ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❡st r❡♣♦rté s❡❧♦♥ ❧❡ ♣❧❛♥ s✉✐✈❛♥t✿
❈❤❛♣✐tr❡ ✷✿ ❈♦♥t❡①t❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❡t t❤é♦r✐q✉❡
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❡t
t❤é♦r✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❥✉❣és ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❝♦♥s❝✐❡♥t ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ✐♥séré✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣t♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❣é♥ér❛✉①
❛✉ s✉❥❡t ❞✉ ◆❛✜♦♥ ❡t ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❝❛t❛❧②t✐q✉❡s ❞❡s P❊▼❋❈✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s
❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞✉ ◆❛✜♦♥ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❡t t❤é♦r✐q✉❡s✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✿ ▼ét❤♦❞❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦✉s ② ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡s ✐❞é❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡rr✐èr❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡✳ ◆♦✉s
❞♦♥♥❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✱ ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s
♣♦❧②♠èr❡s✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✿ ▲❡ ♠♦❞è❧❡
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞é❞✐é à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡
❛❞♦♣té ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ◆❛✜♦♥ ❡t ❧✬❡❛✉✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ✉♥ ✜❧♠ ❞✬✐♦♥♦♠èr❡ ❡♥ ❝♦♥t❛❝t
❛✈❡❝ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ♣❧❛♥❡s ❡t ❧✐ss❡s ✭♠✉r✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞♦♣té ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
✏✉♥✐t❡❞✲❛t♦♠✑ ❡t ✏❛❧❧✲❛t♦♠✑ ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬✐♦♥♦♠èr❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❛ été ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ s✉❜str❛t q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞
q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✉r✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❜é♥é✜❝✐❡r ❞✬✉♥ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞✉
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡ ♠✉r ❡st ❝❡♥sé ✐♠✐t❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛tér✐✲
❛✉① ❡t ❛②❛♥t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❤②❞r♦♣❤♦❜❡✴❤②❞r♦♣❤✐❧❡ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❝❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜❡✴❤②❞r♦♣❤✐❧❡ ❞❡
❧❛ ♣❛r♦✐ ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✉ t②♣❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ✾✲✸✱ s❛♥s
❛✉❝✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ à ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤✐♠✐q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✉ ♠✉r✳ ▲❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥
♣❤②s✐q✉❡ ♣ré❝✐s❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛
✶✻✻ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❙♥❛♣s❤♦t✿ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ✸✺✵✵
♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✬❡❛✉ ♣❧❛❝é❡s s✉r ✉♥ ♠✉r ✾✲✸ ▲❏ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ εphilic✳
▲❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❞✬❡❛✉ ❛ss♦❝✐és s♦♥t s✐❣♥❛❧és ♣❛r θ✳
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ♠♦✉✐❧❧❛❣❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✮✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ r❛✐s♦♥
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st q✉❡ ♥♦✉s ❝r♦②♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬✐♦♥♦♠èr❡ ❞❡✈r❛✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥trô❧é❡s ♣❛r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣❧♦❜❛❧❡s ❞❡
♠♦✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥✈❛✐♥❝✉s q✉❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✉♥ ❜♦♥ ❝❤♦✐①
♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ ✜❧♠ ❞✬✐♦♥♦♠èr❡✱ ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ✉♥ ❞❡❣ré é❧❡✈é
❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✺✿ ❆♥❛❧②s❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ❞❡ ✜❧♠s ✉❧tr❛✲♠✐♥❝❡s ❞❡ ◆❛✜♦♥
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❡①♣❧♦r♦♥s ❧✬❛✉t♦✲❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❛♥♦str✉❝✲
t✉r❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ré❛❧✐st❡ ♣♦✉r ❧✬✐♦♥♦♠èr❡ ◆❛✜♦♥ ✭✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮ q✉❛♥❞ ✐❧
❡st ❞é♣♦sé s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛✈❡❝ ❞❡s s❡❝t❡✉rs ❤②❞r♦♣❤♦❜❡s ❡t ❤②❞r♦♣❤✐❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❡①❛♠✐♥é q✉❛tr❡ t②♣❡s ❞❡ s✉❜str❛ts✿ ❢♦rt❡♠❡♥t ❤②❞r♦♣❤♦❜❡ ✭θ = 150◦✮✱ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡
✶✻✼
✭θ = 100◦✮✱ ❤②❞r♦♣❤✐❧❡ ✭θ = 70◦✮ ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ❤②❞r♦♣❤✐❧❡ ✭θ = 30◦✮✳ ❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡
♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ str✉❝t✉r❛❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ✜❧♠s✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝❛r❛❝✲
tèr❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧❡ ❞✉ s✉❜str❛t✳ ▲❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ❞❡s ✜❧♠s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t✿ ✐✮ ✏❙❛♥❞✇✐❝❤s✑
✭❤❛✉t❡ λ✮ ❡t ♠✐❝❡❧❧❡s ✐♥✈❡rsé❡s ✭❢❛✐❜❧❡ λ✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❤②✲
❞r♦♣❤♦❜❡s❀ ✐✐✮ ❛❣ré❣❛ts ✐♦♥✐q✉❡s ✭✏❝❧✉st❡r✑✮ ❝♦♥♥❡❝tés ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡❀ ✐✐✐✮
❜✐❝♦✉❝❤❡s ✭❤❛✉t❡ λ✮ ❡t ♠✉❧t✐❧❛♠❡❧❧❛✐r❡s ✭❢❛✐❜❧❡ λ✮ ♣♦✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❤②❞r♦♣❤✐❧❡s ✭✈♦✐r
✜❣✉r❡ ✹✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ✜❧♠s à λ = 22
s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠♦✉✐❧❧❛❜✐❧✐té ❞✉ s✉❜str❛t✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s
t❡r♠❡s✱ ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ s♦❧✈❛t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❖ ✕✸ ❡t ❍✸❖
✰ s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s
♣♦✉r ❧❡s ✜❧♠s ❛✈❡❝ ❞❡s str✉❝t✉r❡s s❛♥❞✇✐❝❤ ❡t ❜✐❝♦✉❝❤❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝♦✉✈❡rt q✉❡✱
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❛♥❞✇✐❝❤✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ ♠♦♥tr❡ ❞❡s ❛❣❣❧♦♠ér❛ts
❞❡ ❙❖ ✕✸ ❣r❛♥❞s ❡t ❝♦♠♣❛❝tés✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❤②❞r❛t❛t✐♦♥ ❞❡ ❍✸❖
✰ ❡t
❙❖ ✕✸ ✳
▲❛ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❝❛t❛❧②t✐q✉❡s ❞❡✈r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡
❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❧❛ ♠♦✉✐❧❧❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ▲✬❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❞❡ ❙❖ ✕✸ ❡t ❧❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t
❞✬❛✉tr❡s ❡s♣è❝❡s ♣❡✉✈❡♥t ✐♥❛❝t✐✈❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝❛t❛❧②s❡✉r✳ ◆♦s rés✉❧t❛ts ♦♥t ♠♦♥tré
q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❙❖ ✕✸ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❜s♦r❜és ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧❡
❡st ❢❛✈♦r❛❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❤②❞r❛t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♦♥♦♠èr❡✴✈❛♣❡✉r✱
♥♦s rés✉❧t❛ts ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s✉❜str❛t ❡st ❤②❞r♦♣❤✐❧❡✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
❞✉ ✜❧♠ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à êtr❡ ♣❧✉s ❤②❞r♦♣❤♦❜❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡
❞❡♥s❡ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜❡ ❞❡ ❧✬✐♦♥♦♠èr❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬é✈✐t❡r q✉❡
❧❡s ré❛❝t✐❢s s♦✐❡♥t ❛❜s♦r❜és ♣❛r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬✐♦♥♦♠èr❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✻✿ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡t ❞❡ ❧✬❤②❞r♦♥✐✉♠ ❞❛♥s ❧❡s ✜❧♠s
❞❡ ◆❛✜♦♥ ✉❧tr❛✲♠✐♥❝❡s
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♣♦✉rs✉✐✈♦♥s ♥♦tr❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❡♥ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r
❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ✜❧♠ s✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡t ❞❡s
♣r♦t♦♥s ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ✜❧♠ ❞✬✐♦♥♦♠èr❡ ❤②❞r❛té✳ ◆♦s rés✉❧t❛ts ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡✲
♠❡♥t ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ré❣✐ ♣❛r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧❡ ❞✉ s✉❜str❛t✱
♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ ✈✐❛ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ✜❧♠✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st très ❤étér♦❣è♥❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ✜❧♠✳
✶✻✽ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ✜❧♠✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ à ❞❡s ✜❧♠s à ❤❛✉t❡ ❤②❞r❛t❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❝ôté ❞r♦✐t à ❧❛ ❜❛ss❡
❤②❞r❛t❛t✐♦♥✳
❯♥❡ ét✉❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❤étér♦❣é♥é✐té ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠✲
♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❛❣ré❣❛ts ❞❡ ❙❖ ✕✸ ♣❡✉✈❡♥t ❛✛❡❝t❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡t
❞❡ ❧✬❤②❞r♦♥✐✉♠✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ❛✈♦✐r ❞❡s ré♣❡r❝✉ss✐♦♥s s❡♠❜❧❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✳
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t ❧❡s ❛✣r♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✿
✐✮ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s r✐❝❤❡s ❡♥ ❡❛✉ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ✜❧♠s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐
❧❛♠❡❧❧❛✐r❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ ♠❛✐s ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❞❡s
❡✛❡ts ✐♠♣♦rt❛♥ts s✉r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦♥✐✉♠✱ q✉✐ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ à
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❛❣ré❣❛ts ❞❡ ❙❖ ✕✸ ❀ ✐✐✮ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❛✉
✶✻✾
s✉❜str❛t ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❤②❞r♦♣❤♦❜❡❀ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❤②❞r♦♣❤✐❧❡s✱ ❧❡ s✉❜str❛t ❡t
❧❡s ❝♦✉❝❤❡s r✐❝❤❡s ❡♥ ❙❖ ✕✸ ❡♠♣ê❝❤❡♥t ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s q✉✐ tr❛✈❡rs❡♥t ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞✉ ✜❧♠ ❞❡
s♦rt✐r❀ ✐✐✐✮ ❧❛ ❢♦rt❡ ❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛ttr✐❜✉❛❜❧❡ à
❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛❣❣❧♦♠ér❛ts ❞❡ ❙❖ ✕✸ ❀ ✐✈✮ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✬❡❛✉ ❡♥ r♦t❛t✐♦♥
s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❤étér♦❣è♥❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ très
étr♦✐t❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s✉❧❢♦♥és❀
✈✮ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ rés✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡t ❞❡ ❧✬❤②❞r♦♥✐✉♠ ❛✉t♦✉r ❞❡s ❙❖ ✕✸ ❡t ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❛✉t♦✉r
❞❡s ❍✸❖
✰ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❤②❞r♦♣❤✐❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❤②❞r♦♣❤♦❜❡✳ ✈✐✮ ❧❛
❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ♣r♦t♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ✜❧♠s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡ s❛♥❞✇✐❝❤ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t
♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❞✬✉♥ ✐♥✲
térêt ♠❛❥❡✉r ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ P❊▼❋❈✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧❛
♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ✜❧♠ s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
♠♦✉✐❧❧❛❣❡ ❞✉ s✉❜str❛t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✉❜str❛t ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉rr❛✐t
êtr❡ très ❛ttr❛②❛♥t❡ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❛❣❣❧♦♠ér❛ts ❞❡ ❙❖ ✕✸ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s
❛❣❣❧♦♠ér❛ts ❞✬❡❛✉✱ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ♣r♦t♦♥✐q✉❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ❧❛♠❡❧❧❛✐r❡s s❡♠❜❧❡♥t êtr❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡s ♣❡rt❡s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ❈▲✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s
❝♦♥✈❛✐♥❝✉s q✉❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ❝♦♥tr✐❜✉❡r♦♥t à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❈▲✳

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬❆❜r❛❤❛♠ ✶✾✼✼❪ ❋✳ ❋✳ ❆❜r❛❤❛♠ ❛♥❞ ❨✳ ❙✐♥❣❤✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ ✢✉✐❞ ✐♥
❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❛ s♦❢t r❡♣✉❧s✐✈❡ ✇❛❧❧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✻✼✱ ♣❛❣❡
✷✸✽✹✱ ✶✾✼✼✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✼✻✳✮
❬❆❧❧❛❤②❛r♦✈ ✷✵✵✾❪ ❊✳ ❆❧❧❛❤②❛r♦✈✱ P✳ ▲✳ ❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❍✳ ▲ö✇❡♥✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ♦❢
s✉❧❢♦♥❛t❡ ❝❧✉st❡r s✇❡❧❧✐♥❣ ✐♥ ✐♦♥♦♠❡rs✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✱ ✈♦❧✳ ✽✵✱ ♣❛❣❡ ✵✻✶✽✵✷✱
✷✵✵✾✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✵✳✮
❬❆❧❧❛❤②❛r♦✈ ✷✵✶✶❪ ❊✳ ❆❧❧❛❤②❛r♦✈ ❛♥❞ P✳ ▲ ❚❛②❧♦r✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐♥ ✐♥♦♠❡rs ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧②♠❡r ❙❝✐❡♥❝❡
P❛rt ❇✿ P♦❧②♠❡r P❤②s✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✹✾✱ ♣❛❣❡s ✸✻✽✕✸✼✻✱ ✷✵✶✶✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✶✳✮
❬❆❧❧❡♥ ✶✾✽✾❪ ▼✳ P✳ ❆❧❧❡♥ ❛♥❞ ❉✳ ❏✳ ❚✐❧❞❡s❧❡②✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐q✉✐❞s✳ ✶✾✽✾✳
✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✺✳✮
❬❆♥❞❡rs❡♥ ✶✾✽✵❪ ❍✳ ❈✳ ❆♥❞❡rs❡♥✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡
❛♥❞✴♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✼✷✱ ♣❛❣❡ ✷✸✽✹✱ ✶✾✽✵✳
✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✼✳✮
❬❆r♥♦❧❞ ✷✵✵✷❪ ❆✳ ❆r♥♦❧❞✱ ❏✳ ❞❡ ❏♦❛♥♥✐s ❛♥❞ ❈✳ ❍♦❧♠✳ ❊❧❡❝tr♦st❛t✐❝s ✐♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ s❧❛❜
❣❡♦♠❡tr✐❡s ■✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✶✶✼✱ ♣❛❣❡ ✷✹✾✻✱ ✷✵✵✷✳ ✭❈✐t❡❞
♦♥ ♣❛❣❡ ✺✺✳✮
❬❇❛❧❜✉❡♥❛ ✷✵✵✺❪ P ❇❛❧❜✉❡♥❛✱ ❊ ▲❛♠❛s ❛♥❞ ❨ ❲❛♥❣✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧✐♥❣ st✉❞✐❡s ♦❢
♣♦❧②♠❡r ❡❧❡❝tr♦❧②t❡s ❢♦r ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡s✳ ❊❧❡❝tr♦❝❤✐♠✐❝❛ ❆❝t❛✱ ✈♦❧✳ ✺✵✱ ♣❛❣❡s
✸✼✽✽✕✸✼✾✺✱ ✷✵✵✺✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✾✳✮
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